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Аннотация. Путем численного сравнения показано большое превосходство быстрых раз-
ложений по сравнению с разложениями в классический ряд Фурье. Эксперименты про-
водились для гладких функций, функций с участком резкого возрастания и для быстро 
осциллирующей функции. Данные сравнения показали, что для достижения одинаковой 
точности в некоторых случаях в быстрых разложениях достаточно учитывать примерно в 
1000 раз меньше членов по сравнению с классическим рядом Фурье. Кроме того, быстрые 
разложения допускают определенное число раз почленное дифференцирование, тогда как 
классические ряды Фурье в общем случае не допускают подобное дифференцирование.
Ключевые слова: быстрые разложения, ряды Фурье, коэффициенты Фурье, вычисли-
тельный эксперимент, погрешность вычислений, скорость сходимости ряда.
Annotation. Numerical comparison shows the great superiority of fast expansions in compari-
son with expansions in the classical Fourier series. The experiments were carried out for smooth 
functions, functions with a sharp increase and for a rapidly oscillating function. Comparison 
data showed that in order to achieve the same accuracy, in some cases in fast decompositions it 
is sufficient to take into account about 1000 times less terms than the classical Fourier series. In 
addition, rapid expansions admit a finite number of term-by-term differentiation, whereas clas-
sical Fourier series in the general case do not admit such differentiation.
Keywords: fast expansions, Fourier series, of Fourier coefficients, computing experiment, an er-
ror of evaluations, a velocity of convergence of a series.
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ВВЕДЕНИЕ

При моделировании ситуаций в различ-
ных областях системного анализа использу-
ются дифференциальные уравнения с раз-
личными свойствами: при описании систем 
массового обслуживания [1], при решении 
задач, связанных с распространением волн 
на пространственных сетях [2], задач радио-
электроники [3], массообмена [4], механики 
[5, 6]. Одним из эффективных инструмен-
тов решения подобных уравнений являются 
ряды Фурье [6, 7]. Как известно, данные ряды 
медленно сходятся к раскладываемой функ-

ции. Для улучшения сходимости рядов Фурье 
в работах [8–17] разработан и апробирован 
метод быстрых разложений.

КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ 
О БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЯХ

Быстрым разложением функции ( )f x  на-
зывается сумма специально сконструирован-
ной граничной функции ( )M x  и ряда Фурье 
для разности ( ) ( ).f x M x−  Функция ( )M x  
наделяется такими свойствами, чтобы раз-
ность ( ) ( )f x M x−  удовлетворяла однород-
ным граничным условиям. Это свойство обе-
спечивает быструю сходимость, что позволяет 
учитывать небольшое количество членов в 
ряде Фурье и экономить время вычислений 
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на ЭВМ. В работе [9] предложены граничные 
функции для разложений по синусам при вы-
полнении условий Дирихле, и по косинусам 
при выполнении условий Неймана. В общем 
случае быстрое синус-разложение записыва-
ется в виде
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где 2 pCh  – оператор быстрых разложений по-
рядка 2 ,p  mb  – коэффициенты Фурье разности 
( ) ( )2 ,pf x M x−  ( )2 pM x  – граничная функция. 

В работах [8, 12] приводится алгоритм по-
строения граничных функций ( )2 pM x  и 

( )2 1pM x−  при любых .p  Например, при 
0 3p = ÷  имеем граничные функции нулево-

го, второго, четвертого и шестого порядков 
соответственно, которые принимают вид [9, 
10, 19]
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С ростом p скорость сходимости ряда Фу-
рье в (1) быстро возрастает. Доказательство 
сходимости и оценка остаточного члена ряда 
приведены в работе [9]. Для практического 
сравнения скорости сходимости и эффек-
тивности данных быстрых разложений ниже 
приведены примеры.

Ряд Фурье в (1) устроен так, что допускает 
почленное дифференцирование до производ-
ной ( )2 2p +  порядка включительно. При 
этом ряды для производных до ( )2 1p +  по-
рядка включительно равномерно сходятся 
всюду при [ ]0,1 ,x∈  а для производной 
( )2 2p +  порядка сходится при ( )0,1x∈  и мо-
гут расходится на границах 0,x =  1.x =

Обычно в рядах (1) ограничиваются ко-
нечным числом слагаемых, т. е.
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Коэффициенты mb  для разложения (2) 
вычисляются по формуле

( ) ( )( ) ( )
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Если же интегралы (3) «неберущиеся», то 
коэффициенты mb  в разложении (2) можно 
определить поточечным способом [10, 16–
19], который заключается в том, что область 

[ ]0,1x∈  разбивается равномерно на ( )1N +  
промежутков N  внутренними расчетными 
точками и записывается равенство (2) в ка-
ждой расчетной точке. Получается система 
алгебраических уравнений относительно ко-
эффициентов :mb
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где N  – количество неизвестных коэффици-
ентов .mb  Значения 0x =  и 1x =  не использу-
ются, т. к. на концах отрезка уравнение (4) 
обращается в тождество. Здесь задача о вы-
числении коэффициентов mb  сводится к ре-
шению линейной алгебраической системы 
(4), решение которой можно найти в явном 
виде по формуле
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Ниже приведены численные эксперимен-
ты сравнения разложений функций 10 ,x  
sin1.2 ,xπ  sin 5.3 xπ  на отрезке [ ]0,1  в класси-
ческий ряд Фурье и в быстрые разложения 
порядков 0, 2, 4, 6 с их точными значениями. 
Вычисления проводились с точностью до 

310−∆  . Для классического ряда Фурье по-
грешность определялась в точке 0.98,x =  где 
погрешность существенная. В случае бы-
стрых разложений в табл. 1, 2 и 3 приводится 
максимальная погрешность, которая может 
достигаться в разных точках отрезка [ ]0,1  и 
может быть уменьшена во много раз при уве-
личении N  – членов частичной суммы ряда 
Фурье или увеличении порядка 2 p  гранич-
ной функции ( )2 .pM x

В табл. 1, 2, 3 обозначено pmN  – количе-
ство членов учитываемых в ряде Фурье при 
использовании поточечного способа вычис-
ления коэффициентов Фурье в быстром раз-
ложении, intN  – количество членов учитывае-
мых в ряде Фурье при использовании 
формулы (3) для вычисления коэффициентов 
Фурье в быстром разложении. 

Из табл. 1 видно, что скорость сходимости 
классического ряда Фурье исследуемых функ-
ций гораздо меньше скорости сходимости 
быстрых разложений. Разница в количестве 
членов ряда Фурье при использовании клас-
сического ряда и быстрого разложения с опе-
ратором 0Ch  нулевого порядка для функции 
sin 5.3 xπ  составляет ( )* (0) 7926int intN N− =  чле-
нов. Для функции 10x  эта разность равна 
( )* (0) 9954,int intN N− =  для sin1.2 xπ  разность 
равна ( )* (0) 5887.int intN N− =

При использовании быстрого разложения 
с оператором 2Ch  второго порядка для функ-
ции sin 5.3 xπ  разность между используемыми 
членами в рядах Фурье равна ( )* (2) 7983int intN N− = 
= 7983 члена, для функции 10x  подобная раз-
ность ( )* (2) 9992int intN N− =  и для функции 
sin1.2 xπ  разность равна ( )* (2) 5897.int intN N− =

Если же в быстром разложении применя-
ется оператор 4Ch  четвертого порядка, то раз-
ность между используемыми членами в рядах 
Фурье для функции sin 5.3 xπ  составляет 
( )* (4) 7990int intN N− =  членов, для функции 10x  
данная разность ( )* (4) 9996int intN N− =  и для 
функции sin1.2 xπ  разность составляет 
( )* (4) 5898int intN N− =  членов. 

Для быстрого разложения с оператором 
6Ch  шестого порядка разность между исполь-

зуемыми членами в рядах Фурье для функции 
sin 5.3 xπ  равна ( )* (6) 7992int intN N− =  члена, для 
функции 10x  эта разность составляет 
( )* (6) 9998int intN N− =  и для функции sin1.2 xπ  – 
( )* (6) 5899int intN N− = . 

Отсюда можно сделать вывод, что бы-
стрые разложения во много раз превосходят 
классические ряды Фурье: для случая быстро 
осциллирующей функции до 1000 раз, для 
случая функции, имеющей особенность бы-
стро возрастать до 5000 раз и для случая глад-
кой функции до 5900 раз. 

Быстрые разложения с оператором 6Ch  
превосходят быстрые разложения с операто-
ром 0Ch  для случая быстро осциллирующей 
функции в 9 раз, для случая функции, имею-
щей особенность быстро возрастать в 23 раза 
и для случая гладкой функции в 13 раз. 

В общем случае классический ряд Фурье 
не допускает почленное дифференцирова-

Таблица 1
Количество членов ряда Фурье, необходимых для ( ) 3

max 10f −∆ 

( )f x

Классический ряд Фурье Быстрое разложение с граничной функцией
0.98x = 0M 2M 4M 6M
*
intN (0)

pmN  
(0)
intN (2)

pmN  
(2)
intN (4)

pmN  
(4)
intN (6)

pmN  
(6)
intN

sin 5.3 xπ 8000 91 74 19 17 11 10 9 8
10x 10000 57 46 9 8 4 4 2 2

sin1.2 xπ 5900 16 13 3 3 2 2 1 1
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ние, тогда как при использовании быстрого 
разложения подобное многократное почлен-
ное дифференцирование допустимо. По этой 
причине ниже в табл. 2 и 3 не приводятся дан-
ные с производными от функций, представ-
ленных классическим рядом Фурье. 

Из табл. 2 видно, что с увеличением по-
рядка граничной функции эффективность 
быстрого разложения для описания первой 
производной исследуемых функций суще-
ственно возрастает. Так, для поддержания 
точности ( ) 3

max 10f −′∆   разница в количе-
стве членов ряда Фурье при использовании 
быстрого разложения с оператором 0Ch  и бы-
строго разложения с оператором 2Ch  для 
первой производной функции sin 5.3 xπ  со-
ставляет ( )(0) (2)

,1 ,1 45326int intN N− =  членов, для 
первой производной функции 10x  подобная 
разность равна ( )(0) (2)

,1 ,1 18168int intN N− =  и для 
первой производной функции sin1.2 xπ  раз-
ность составляет  ( )(0) (2)

,1 ,1 1682int intN N− =  члена.
Если же в быстром разложении применя-

ется оператор 4Ch , то разность ( )(0) (4)
,1 ,1int intN N−  

между используемыми членами в рядах Фу-
рье для первой производной функции 
sin 5.3 xπ  составляет ( )(0) (4)

,1 ,1 45377int intN N− =  
членов, для первой производной функции 10x  

разность равна ( )(0) (4)
,1 ,1 18192int intN N− =  и для 

первой производной функции sin1.2 xπ  – 
( )(0) (4)

,1 ,1 1687int intN N− = .
При использовании быстрого разложения 

с оператором 6Ch  разность ( )(0) (6)
,1 ,1int intN N−  

между используемыми членами в рядах Фу-
рье для первой производной функции 
sin 5.3 xπ  составляет ( )(0) (6)

,1 ,1 45386int intN N− =  
членов, для первой производной функции 10x  
данная разность равна ( )(0) (6)

,1 ,1 18196int intN N− =  
и для первой производной функции sin1.2 xπ  
– ( )(0) (6)

,1 ,1 1688int intN N− = .
Из (1) видно, что ряд Фурье после дву-

кратного дифференцирования БР с гранич-
ной функцией 0M , будет расходящимся на 
границах отрезка [ ]0,1 . По этой причине дан-
ные для второй производной быстрых разло-
жений с 0M  в табл. 3 не приводятся.

Из табл. 3 видно, что скорость сходимости 
быстрого разложения с оператором 2Ch  для 
вторых производных исследуемых функций 
гораздо меньше скорости сходимости бы-
стрых разложений с операторами более высо-
кого порядка. Разница ( )(2) (4)

,2 ,2int intN N−  в коли-
честве членов ряда Фурье при использовании 
быстрого разложения с оператором 2Ch  и 
быстрого разложения с оператором 4Ch  для 

Таблица 2
Количество членов ряда Фурье, необходимых для ( ) 3

max 10f −′∆ 

( )f x

Быстрое разложение с граничной функцией

0M 2M 4M 6M
(0)

,1pmN  (0)
,1intN (2)

,1pmN  (2)
,1intN (4)

,1pmN  (4)
,1intN (6)

,1pmN  (6)
,1intN

sin 5.3 xπ 55500 45400 85 74 25 23 15 14
10x 22300 18200 36 32 9 8 4 4

sin1.2 xπ 2070 1690 9 8 3 3 2 2

Таблица 3
Количество членов ряда Фурье, необходимых для ( ) 3

max 10f −′′∆ 

( )f x

Быстрое разложение с граничной функцией

2M 4M 6M
(2)

,2pmN  (2)
,2intN (4)

,2pmN  (4)
,2intN (6)

,2pmN  (6)
,2intN

sin 5.3 xπ 1380 1239 77 70 29 27
10x 390 352 22 21 7 7

sin1.2 xπ 60 53 6 6 3 3
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Таблица 4
Разность pm intN N−  при 3

max 10−∆ 

Функция и ее производные
Быстрое разложение с граничной функцией

0M 2M 4M 6M

sin 5.3 xπ

( )f x 17 2 1 1

( )f x′ 10100 11 2 1

( )f x′′ Вычислять нельзя 141 7 2

10x

( )f x 11 1 0 0

( )f x′ 4100 2 1 0

( )f x′′ Вычислять нельзя 38 1 0

sin1.2 xπ

( )f x 3 0 0 0

( )f x′ 380 1 0 0

( )f x′′ Вычислять нельзя 7 0 0

второй производной функции sin 5.3 xπ  со-
ставляет ( )(2) (4)

,2 ,2 1169int intN N− =  членов, для вто-
рой производной 10x  разность равна 
( )(2) (4)

,2 ,2 331int intN N− =  и для второй производной 
функции sin1.2 xπ  – ( )(2) (4)

,2 ,2 47int intN N− = . 
Если же в быстром разложении применя-

ется оператор 6Ch , то разность ( )(2) (6)
,2 ,2int intN N−  

между используемыми членами в рядах Фу-
рье для второй производной функции 
sin 5.3 xπ  составляет ( )(2) (6)

,2 ,2 1212int intN N− =  чле-
нов, для второй производной 10x  функции 
( )(2) (6)

,2 ,2 345int intN N− =  и для второй производной 
функции sin1.2 xπ  – ( )(2) (6)

,2 ,2 50int intN N− = . 
Отсюда можно сделать вывод, что для 

описания второй производной быстрое раз-
ложение с граничной функцией 6M  обладает 
самой большой скоростью сходимости из 
указанных в табл. 3. 

Коэффициенты mb  в ряде Фурье быстрых 
разложений можно вычислять по формулам 
Фурье (3) или поточечным способом по фор-
муле (5). При этом в рядах Фурье использует-
ся pmN  и intN  членов. Сравнение скорости схо-
димости быстрых разложений, с различным 
способом вычисления коэффициентов Фурье 

mb  будем проводить по разности ,pm intN N−  
значения которой приведены в табл. 4. Если 
разность pm intN N−  большая, то предпочти-

тельным способом определения коэффици-
ентов Фурье является вычисление интеграла-
ми по формуле (3). Если значение pm intN N−  
равно нулю или близко к нулю, то определе-
ние коэффициентов Фурье по формулам (3) и 
(5) можно считать эквивалентным. Из табл. 4 
следует, что для быстрого разложения с гра-
ничной функции 0M  предпочтительным спо-
собом определения коэффициентов Фурье 
является вычисление по формуле (3), так как 
в этом случае разность pm intN N−  является 
существенной (особенно для первой произ-
водной), а для быстрого разложения с гра-
ничной функцией 6M  оба способа вычисле-
ния коэффициентов Фурье (по формулам (3) 
или (5)) будут эквивалентны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для достижения одинаковой точности 
вычислений при использовании быстрых 
разложений достаточно учитывать примерно 
в 1000 раз меньше членов по сравнению с 
классическим рядом Фурье. При повышении 
порядка граничных функций преимущество 
быстрых разложений в скорости сходимости 
перед классическим рядом Фурье становится 
еще более значительным. Если гладкая функ-
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ция не имеет участков с быстрым возрастани-
ем или убыванием и не быстро осциллирует, 
то в ряде Фурье следует учитывать только 
1 3÷  члена, остальные члены в ряде Фурье бу-
дут слишком малы. При этом вычисление ко-
эффициентов Фурье с помощью интегралов 
по формуле (3) или поточечным методом по 
формуле (5) становятся эквивалентными. Для 
построения решения краевых задач  метод 
быстрых разложений приводит к небольшим 
алгебраическим системам. Данные исключи-
тельные свойства быстрых разложений по-
зволяют решать многие трудные задачи.
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