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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
СИСТЕМНОГО АНАЛИЗА И УПРАВЛЕНИЯ

ВВЕДЕНИЕ 

Данная работа является расширенным 
вариантом материала первого [1] из двух до-
кладов, представленных на Международную 
научно-техническую конференцию АПП-
МИМ-2018. Развёрнутая версия второго до-
клада [2] изложена в работе [3]. 

Движение гиперзвуковых летательных ап-
паратов (ГЛА) в плотных слоях атмосферы со-
провождается различными физико-химиче-
скими процессами (возбуждение колебатель-
ных уровней молекул, диссоциация, иониза-
ция) [4]. Разработка адекватных математиче-
ских моделей, описывающих эти процессы с 
учётом их особенностей, является единствен-
ным способом моделирования всех реальных 

условий гиперзвукового полёта. С помощью 
метода обобщённых интегральных соотноше-
ний А. А. Дородницына [5] системы диффе-
ренциальных уравнений в частных произво-
дных (ДУЧП), описывающие ламинарные по-
граничные слои (ЛПС), могут быть сведены к 
аппроксимирующим системам обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ). Этот 
подход, требующий большой подготовитель-
ной работы, очень популярен в инженерной 
практике для расчёта аэродинамических ха-
рактеристик течений сжимаемых газов [6–9].

В [10, 11] получены аппроксимирующие 
системы ОДУ, описывающие ЛПС на участке 
управления для проницаемых цилиндриче-
ских и сферических поверхностей ГЛА. Вли-
яние постоянных управляющих воздействий 
на параметры математической модели и ло-
кальные характеристики тепломассообмена 
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(ТМО) и трения исследовано в [12], а на инте-
гральные характеристики в [13]. Применение 
некоторых линейных законов вдува при по-
стоянном температурном факторе для полу-
чения управлений, близких к оптимальным, 
рассмотрено в [14]. 

В данной работе, продолжающей исследо-
вание свойств математической модели ЛПС 
электропроводящего газа на проницаемых 
цилиндрических и сферических поверхно-
стях ГЛА [10–16], рассматривается влияние 
(на всём участке управления [17]) следующе-
го сочетания управляющих воздействий: ли-
нейного вдува и постоянных температурно-
го фактора и магнитного поля: 

1) на параметры математической модели 
ЛПС 0 ( ),xθ  1( ),xθ  0 ( ),xω  1( );xω

2) на локальные характеристики ТМО и 
трения ( ),q x  ( )f x  и локальную мощность ( )xη  
системы, обеспечивающей вдув. 

Являясь продолжением [10–16], данная ста-
тья сохраняет введённые в них обозначения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим следующую прямую задачу 
[13]: 

( , , ) ( , , ; , , ).wm s q f Q F Nτ η→         (1)
По заданным управлениям: ( )m x  – вдуву 

в ЛПС, где [0;1],x X∈ =  а ось x  направлена 
вдоль контура тела; 

0
( ) ( )w w ex T x Tτ =  – тем-

пературному фактору, где ( )wT x  – темпера-
тура стенки, а 

0eT  – температура в точке тор-
можения 0 0x =  потока; 2

0( ) ( )s x B xσ=  – маг-
нитному полю требуется рассчитать параме-
тры 0 ( , , ),wm sθ τ  1( ),θ   0 ( ),ω   1( )ω   мате-
матической модели ЛПС [11, 12] для случаев 
обтекания боковой поверхности кругового 
цилиндра и поверхности сферического носка. 
Для нахождения параметров 0 1, ,θ ω  ЛПС 
применяется объединённая аппроксимиру-
ющая система ОДУ (5)–(8) [13] с начальными 
условиями, полученными из объединённой 
нелинейной алгебраической системы (10)–
(13) [13]. После этого определяются локаль-
ный тепловой поток ( ; , , );wq x m sτ  локальное 
напряжение трения ( ; , , );wf x m sτ  локальная 
мощность системы, обеспечивающей вдув 

( ; , , );wx m sη τ  интегральные характеристики 
,Q  ,F  .N

Пусть фиксированы значения неизменяе-
мых параметров: 

число Маха [10;40],M∞ ∈                (2)
высота полёта [10;30]H ∈  [ ],êì            (3)

радиус тела [0,1;1]R∈  [ ].ì               (4)
Пусть диапазоны изменения управляю-

щих параметров ограничены: 
[0;1],cm M∈ =                           (5)

[0,15;0,9],c
w Tτ ∈ =                       (6)

4[0;5 10 ]cs S∈ = ⋅  [ / ( )].⋅Òë Îì ì          (7)
Далее индекс «w» параметра wτ  и размер-

ность [ / ( )]⋅Òë Îì ì  параметра s  опущены. 
Линейный закон вдува 

( ) ( )0 1; ,m x m x m m= =  
( )0 11m x m x= ⋅ − + ⋅    для   ,x X∈       (8)

где 0 1, ,cm m M∈
( ) [ ]1 0 1;1 ,m x m m′ = − ∈ −

при 0m′ >  является (строго) возрастающим, 
а при 0m′ <  – (строго) убывающим. Набор за-
конов (8), соответствующих одинаковому 
значению 0m  (или 1m ), назовём пучком по 0m  
(по 1m , соответственно). 

Для 0 0 1 1, , , cm m m m M∈  из 

0 0m m≤                                   (9)
и 

1 1m m≤                                 (10)
следует 

( ) ( )0 1 0 1; , ; ,m x m m m x m m≤               (11)

для всех .x X∈
Здесь (9), (10) – условия подчинения пара-

метров закона управления (8), а (11) – усло-
вие подчинения законов управления. 

Обозначим 
{ }05 0;0,05; ;1 ,d cM M= ⊂           (12)

{ }25 050;0,25;0,5;0,75;1 ,d dM M= ⊂     (13)

{ }15 0,15;0,45;0,9 .d cT T′ = ⊂           (14)
Элементам множества 05

dM  поставим в со-
ответствие буквы латинского алфавита от «a» 
до «u». Тогда значение параметра 0m  (или 1m ) 
закона вдува (8) из 05

dM  определяется одной 
буквой, а сам закон – двухбуквенным сочета-
нием { }, , , , .aa ab ut uu
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Вычислительные эксперименты для удоб-
ства сравнения с [10, 12, 14–16] выполнены для 
воздуха в атмосфере Земли при 10H =  [ ],êì  

10M∞ = , 0,1R =  [ ].ì  Результаты вычисли-
тельных экспериментов представлены на 
рис. 1–15 для сочетания линейного закона 
вдува (8), где 0 1 25, ,dm m M∈  а ( ) 15 .dx Const Tτ ′= ∈  
Матрица обозначений законов вдува приве-
дена в табл. 1. Тогда 

1) элементы, расположенные на главной 
диагонали матрицы, соответствуют постоян-
ным законам вдува; 

2) элементы, расположенные выше глав-
ной диагонали – законам линейно возраста-
ющего вдува; 

3) элементы, расположенные ниже глав-
ной диагонали – законам линейно убываю-
щего вдува. 

Таблица 1
1m

0m 0,0 0,25 0,5 0,75 1,0

0,0 aa af ak ap au

0,25 fa ff fk fp fu
0,5 ka kf kk kp ku
0,75 pa pf pk pp pu

1,0 ua uf uk up uu

Набор линейных законов вдува, соответ-
ствующих сочетаниям с одинаковой первой 
(или второй) буквой, т.е. указанным в строке 
(столбце) или в части строки (в части столб-
ца) матрицы, является пучком по 0m  (по 1,m  
соответственно). 

Пример. Наборы сочетаний { }, ,ka kf kk  и 
{ }, , ,kk kp ku  а также их объединение 
{ }, ,ka ku  определяют пучки с 0 0,5.m =  На-
боры сочетаний { },af ff  и { }, , , ,ff kf pf uf  а 
также их объединение { }, ,af uf  определя-
ют пучки с 1 0, 25.m =

Набор графиков (образов) q  (или 0 1 0 1, , , , ,f θ θ ω ω η 
0 1 0 1, , , , ,f θ θ ω ω η ), соответствующих пучку законов 

вдува (прообразов) при фиксированных τ  и 
,s  также будем называть пучком. Отметим, 

что кривые, соответствующие пучку по 0 ,m  
имеют общую точку при 0x =  (точку исхо-
да), а у кривых, соответствующих пучку по 

1,m  точки при 1x =  обычно различаются. 

Для удобства анализа пучки кривых 
0 1, , ,θ ω  ,q  ,f  η  разделены на две группы: 

0m′ ≥  и 0.m′ ≤  Распределение графиков по 
рисункам приведено в табл. 2. 

Таблица 2

0 1m m≤ 0 1m m≥

0 1, ,θ ω рис. 1–3 рис. 4–6
,q f рис. 7–9 рис. 10–12
η рис. 13, 14 рис. 13, 15

С помощью обозначений табл. 1 отметим 
на рисунках некоторые кривые. 

2. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Утверждение 1. В условиях (2)–(7) для 
{ }0;1k∈  и любых постоянных 2

cC Tτ ≡ ∈  и 
3

cs C S≡ ∈  в случае применения линейного за-
кона вдува (8) для любых 0 0 1 1, , , cm m m m M∈  
если выполнены условия (9) и (10), то 

( )( )0 1 2 3; ; , , ,k x m x m m C Cθ ≤  

( )( )0 1 2 3; ; , , , ,k x m x m m C Cθ≤          (15)

( )( )0 1 2 3; ; , , ,k x m x m m C Cω ≤  

( )( )0 1 2 3; ; , , ,k x m x m m C Cω≤          (16)

для всех .x X∈
Условия реализации верхних и нижних 

кривых 0 1, ,θ ω  в пучках приведены в табл. 3.

Таблица 3

0 1( ), , ( )x xθ ω кривая в пучке
случай пучок верхняя нижняя

0 1m m≤
по 0m 1max m 1 0m m=
по 1m 0 1m m= 0min m

0 1m m≥
по 0m 1 0m m= 1min m
по 1m 0max m 0 1m m=
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Рис. 1. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≤  и 0,15τ =

Рис. 2. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≤  и 0,45τ =  

Рис. 3. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≤  и 0,90τ =
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Рис. 4. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≥  и 0,15τ =

Рис. 5. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≥  и 0,45τ =

Рис. 6. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≥  и 0,90τ =
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3. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ ТМО, 
ТРЕНИЯ И ЛОКАЛЬНУЮ МОЩНОСТЬ 
СИСТЕМЫ, ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕЙ ВДУВ 

Утверждение 2. В условиях (2)–(7) для лю-
бых постоянных 2

cC Tτ ≡ ∈  и 3
cs C S≡ ∈  в 

случае применения линейного закона вдува (8) 
для любых 0 0 1 1, , , cm m m m M∈  если выполнены 
условия (9) и (10), то 

( )( )0 1 2 3; ; , , ,q x m x m m C C ≥  

( )( )0 1 2 3; ; , , , ,q x m x m m C C≥           (17)

( )( )0 1 2 3; ; , , ,f x m x m m C C ≥  

( )( )0 1 2 3; ; , , , ,f x m x m m C C≥          (18)

( )( )0 1 2 3; ; , , ,x m x m m C Cη ≤  

( )( )0 1 2 3; ; , , ,x m x m m C Cη≤           (19)

для всех .x X∈
Условия реализации верхних и нижних 

кривых q  и f  в пучках приведены в табл. 4. 

Таблица 4
( ), ( )q x f x кривая в пучке

случай пучок верхняя нижняя

0 1m m≤ по 0m 1 0m m= 1max m
по 1m 0min m 0 1m m=

0 1m m≥ по 0m 1min m 1 0m m=
по 1m 0 1m m= 0max m

Рис. 7. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≤  и 0,15τ =

Рис. 8. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≤  и 0,45τ =

Рис. 9. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≤  и 0,90τ =

Рис. 10. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≥  и 0,15τ =
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Условия реализации верхних и нижних 
кривых η  в пучках приведены в табл. 5. 

Таблица 5
( )xη кривая в пучке

случай пучок верхняя нижняя

0 1m m≤
по 0m 1max m 1 0m m=
по 1m 0 1m m= 0min m

0 1m m≥
по 0m 1 0m m= 1min m
по 1m 0max m 0 1m m=

 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе изучено влияние на пара-
метры математической модели ламинарного 
пограничного слоя 0 ( ),xθ  1( ),xθ  0 ( ),xω  1( ),xω  
на локальные характеристики тепломассооб-
мена и трения ( ),q x  ( )f x  и локальную мощ-
ность ( )xη  системы, обеспечивающей вдув, 
одного из сочетаний наиболее простых пред-
ставителей класса монотонных функций - ли-
нейного вдува и постоянного температурного 
фактора. 

Полученные результаты вычислительных 
экспериментов могут быть использованы в 
качестве моделей наблюдаемых данных в зада-
чах синтеза эффективного управления как на 
всём участке [17], так и на его фрагментах [18]. 

Анализ влияния сочетания линейного 
вдува и постоянного температурного фак-

Рис. 11. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
для линейных ( )m x  при 0 1m m≥  и 0,45τ =

Рис. 12. Зависимости ( )q x  и ( )f x   
для линейных ( )m x  при 0 1m m≥  и 0,90τ =

Рис. 13. Мощность ( )xη  для постоянных 
( )m x  при { }0 25 \ 0dm M∈  и 0,15τ =

Рис. 14. Мощность ( )xη  для линейных ( )m x  
при 0 1m m<  и 0,45τ =

Рис. 15. Мощность ( )xη  для линейных ( )m x  
при 0 1m m>  и 0,90τ =



12 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2019, № 2

Г. Г. Бильченко, Н. Г. Бильченко

тора на область значений функционалов ги-
перзвуковой аэродинамики является предме-
том отдельного исследования. 
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ANALYSIS OF THE INFLUENCE OF LINEAR BLOWING 
AND CONSTANT TEMPERATURE FACTOR 

ON THE PARAMETERS OF THE MATHEMATICAL MODEL 
AND LOCAL CHARACTERISTICS OF HEAT AND MASS TRANSFER 

AND FRICTION ON THE PERMEABLE SURFACES 
OF THE HYPERSONIC AIRCRAFT

Bilchenko G. G., Bilchenko N. G.

Kazan National Research Technical University (KNRTU-KAI) named after A. N. Tupolev

Annotation. The properties of mathematical model of heat and mass transfer and friction control in 
laminar boundary layer on permeable cylindrical and spherical surfaces of hypersonic aircraft are in-
vestigated. The case of application of a combination of linear blowing law and constant temperature 
factor and magnetic field for the entire segment of control is considered. The dependences of math-
ematical model parameters, local heat and mass transfer and friction characteristics, local blowing 
system power on controls are obtained. The computational experiments results are presented.


