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Аннотация. В работе приведено решение лежащего в основе модели переноса влаги диф-
ференциального уравнения, коэффициентами которого являются случайные процессы. 
Распределение проекции мгновенного вектора скорости аппроксимировано законом Веге – 
Изинга, параметры которого идентифицированы на основе бионической модели адаптив-
ного поискового поведения. Предложены явные формулы для математического ожидания 
и второй моментной функции решения соответствующего уравнения переноса влаги. 
Определена оценка степени влияния случайных факторов на систему, в случае замены слу-
чайного коэффициента уравнения его математическим ожиданием. Приведен пример, в 
случае гауссова распределения горизонтальной компоненты скорости ветра, позволяющий 
определить математическое ожидание и вторую моментную функцию в рамках модельных 
представлений.
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ВВЕДЕНИЕ

Метеорологические условия способны 
оказать негативное влияние на эффектив-
ность решения самых разнообразных задач. 
Особенно сильно это проявляется при обе-
спечении функционирования авиационных 
подразделений. Туманы, густые дымки, ин-
тенсивные осадки, обледенение, низкая об-
лачность могут существенно осложнить или 
сделать невозможными взлет и посадку воз-
душных судов, а также осложнить их пилоти-
рование. Согласно данным Международной 
организации гражданской авиации более по-
ловины авиационных происшествий проис-
ходят по причине неблагоприятных погод-
ных условий [1].

Для достижения высокого уровня безо-
пасности авиационных сообщений требуется 

точная и надежная информация об ожидае-
мых метеоусловиях. Стохастический характер 
атмосферных процессов делает невозможным 
достижение стопроцентной оправдываемости 
прогнозов, поэтому исследования, направлен-
ные на повышение достоверности прогности-
ческой информации, остаются весьма акту-
альными.

Возникновение большинства опасных для 
авиации явлений погоды обусловлено обра-
зованием продуктов конденсации (сублима-
ции) водяного пара. На сегодняшний день 
существуют несколько подходов к прогнози-
рованию подобных метеорологических явле-
ний, один из которых связан с использовани-
ем гидродинамических моделей. В их основе 
лежат уравнения движения, притока тепла, 
неразрывности, переноса влаги и атмосфер-
ных примесей, являющиеся математически-
ми выражениями законов физики (законы 
сохранения импульса, энергии и массы), а 



39ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2019, № 2

Модель адвективных изменений влажности воздуха со стохастическими параметрами

также уравнения состояния [2, 3]. Данный 
подход активно развивается и совершенству-
ется [4–15 и др.]. В этих работах показано, что 
лишь около нескольких стран в мире разви-
вают собственные технологии моделирова-
ния глобальной атмосферы. Действительно, 
физика атмосферных процессов достаточ-
но сложна и не до конца изучена (особенно 
процессы в облаках). Из-за ограниченности 
вычислительных ресурсов пространствен-
ное разрешение таких моделей недостаточно 
для прямого полного описания некоторых 
процессов (например, глубокой конвекции), 
поэтому такие процессы возможно описать 
только параметрически, зная лишь характе-
ристики атмосферы на масштабе характер-
ного размера ячейки сетки [5]. Поэтому чаще 
всего прибегают к региональным (мезомас-
штабным) моделям, но и они несовершенны. 
Например, используемая региональная ги-
дродинамическая модель COSMO-Ru имеет 
разрешение до 7 км [6], но и с ее помощью не-
возможно спрогнозировать некоторые погод-
ные явления. Это связано с тем, что многие 
они имеют локальный характер и сложную 
природу образования, которую в настоящее 
время затруднительно описать формально 
для полной автоматизации прогноза с прием-
лемым уровнем успешности.

Определенные погрешности в прогнози-
ровании при помощи гидродинамических мо-
делей вносят и начальные условия. Проблема 
предсказуемости стала явной уже после пер-
вых численных экспериментов по моделиро-
ванию эволюции атмосферы на долгие сроки. 
Еще в 50-х годах XX века было установлено, 
что сколь угодно малые ошибки задания на-
чальных данных для расчета прогноза с тече-
нием времени трансформируются в большие 
(классическим примером является знамени-
тая система Лоренца [16], появившаяся как 
результат моделирования конвективных дви-
жений в подогреваемом снизу слое жидко-
сти). За пределами двухнедельного прогноза 
ошибки детализированного по дням модель-
ного прогноза вырастают до уровня ошибок 
случайного прогноза. Так проявляются объ-
ективные (т. е. непреодолимые при любой 
квалификации прогнозистов) ограничения на 

возможность точно прогнозировать конкрет-
ный ход эволюции атмосферных процессов на 
достаточно длительных интервалах времени. 
Ограничение связано с тем, что начальные 
условия для расчета всегда содержат погреш-
ности, и начальные ошибки имеют тенденцию 
расти в течение всего периода прогноза из-за 
неустойчивости атмосферных процессов. Это 
связано во многом с тем, что с помощью гло-
бальных гидродинамических моделей полу-
чают данные на «краях» сетки для локальных 
моделей. Можно повысить плотность сети 
и уменьшить погрешности измерений, но не 
бесконечно – возможности такой детализа-
ции ограничены, данные действия приведут к 
еще одной проблеме – технологической.

Всемирной метеорологической организа-
цией отмечается, что повышение масштаби-
руемости кодов моделей является одним из 
главных приоритетов в прогнозировании по-
годы и климата на ближайшие 10 лет и далее 
[6]. Вычислительная эффективность станет 
лимитирующим фактором номер один для 
моделирования системы Земли с высоким 
разрешением.

Проведенный анализ существующих ги-
дродинамических моделей показывает, что 
уравнения, их формализующие, включают в 
себя усредненные значения метеорологиче-
ских величин. Однако их реальные значения 
(особенно характеристики ветра на неболь-
ших пространственно временных масштабах), 
как показывают наблюдения, подвержены не-
упорядоченным хаотическим возмущениям, 
учет которых затруднителен в рамках тради-
ционных способов. Использование усреднен-
ных значений метеорологических величин в 
уравнениях переноса, безусловно, оправдано 
применительно к прогностическим моделям 
мезо- и макроуровня, но на микроуровне 
такое упрощение не всегда является кор-
ректным. В связи с этим предлагается учи-
тывать турбулентные свойства атмосферы, 
приводящие к возникновению хаотических 
пульсаций воздуха, и использовать для этого 
стохастические методы [17–23]. В этом случае 
проекция вектора скорости будет трактовать-
ся как случайный процесс, закон распределе-
ния которого подлежит определению. Таким 
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образом, целью настоящей работы является 
обоснование нового подхода к прогнозиро-
ванию переноса влаги в атмосфере на основе 
аппарата стохастических дифференциаль-
ных уравнений, позволяющего на модельном 
уровне учитывать турбулентные свойства ат-
мосферы в явном виде.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. МАТЕРИАЛЫ 
И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

При рассмотрении адиабатического пере-
носа влаги изменение массовой доли водяно-
го пара описывается уравнением:

0.s s s su v w
t x y z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

              (1)

Здесь , ,u v w  – проекции вектора скорости 
на оси локальной системы координат, s  – 
массовая доля.

Как сказано выше, в качестве проекции 
вектора скорости при численном решении 
уравнения (1) используются их усредненные на 
относительно длительном временном интер-
вале значения. В приземном слое атмосферы 
метеовеличины подвержены флуктуациям, по-
этому результаты численного моделирования 
не всегда в должной степени соответствуют 
наблюдаемым значениям. Один из возможных 
подходов к учету турбулентных свойств свя-
зан с трактовкой компонент проекции вектора 
скорости как случайных процессов. В этом слу-
чае уравнение (1) следует рассматривать как 
стохастическое дифференциальное уравнение.

Для подтверждения сделанных предпо-
ложений на метеорологической станции в 
г. Воронеже, имеющей географические коор-
динаты 51°40’33,7’’ с.ш., 39°15’00,6’’ в.д., была 
проведена серия экспериментов по иденти-
фикации компонент вектора скорости ветра 
в приземном слое в режиме непрерывного 
времени, заключавшаяся в следующем. С по-
мощью метеорологической станции «Davis 
Vantage Pro 2» проведены замеры направле-
ния и скорости ветра в течение 30 суток в де-
кабре 2017 г. с различным временем усредне-
ния. По полученным результатам рассчитаны 
и сведены в общую таблицу значения проек-
ции вектора скорости на ось координат, со-
впадающую с преобладающим направлением 

ветра. На рис. 1 приведены примеры графи-
ков изменения значений проекции вектора 
скорости при интервалах усреднения 15, 60 и 
180 с. (на рисунке представлены результаты 
измерений времени в течение 21 минуты).

Из полученных графиков видно, что про-
исходят непрерывные изменения проекции 
вектора скорости. При увеличении интервала 
усреднения значений проекции вектора ско-
рости график принимает более плавный вид. 
Также при этом изменяются максимальные 
и минимальные значения проекции вектора 
скорости, что позволяет сделать вывод о воз-
можном внесении ошибок в прогностическое 
выражение (1).

В целях дальнейшего анализа требовалось 
идентифицировать теоретическое распреде-
ление с приемлемой точностью, аппрокси-
мирующие экспериментальные данные. Для 
этого полученная общая таблица значений 

Рис. 1. а) усредненные значения проекции 
вектора скорости за 15 секунд; б) усредненные 

значения проекции вектора скорости 
за 60 секунд; в) усредненные значения 

проекции вектора скорости за 180 секунд
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проекции вектора скорости на ось координат 
была разбита по часам. Каждая последующая 
строка каждой таблицы соответствовала дан-
ным со смещением на 10 минут от начала часа. 
После обработки табличных значений были 
построены гистограммы распределения, при-
меры которых представлены на рис. 2.

Как видно из рисунка, гистограммы име-
ют достаточно сложную форму, что затруд-
няет идентификацию теоретического закона 
распределения, описывающего наблюдаемые 
значения с должной адекватностью.

На первом этапе анализа распределений 
были рассчитаны оценки коэффициентов 
асимметрии и эксцесса. Далее на основе полу-
ченных коэффициентов была выдвинута ги-
потеза о нормальности распределения проек-
ции вектора скорости. Для проверки данного 
предположения использовались два метода 
проверки статистических гипотез (К. Пирсо-
на и А. Колмогорова), при этом устанавлива-

лись два уровня значимости 0,05α =  и 0,1. 
Проведенная проверка показала, что выдви-
нутая гипотеза о нормальности распределе-
ния проекции вектора скорости в 60 % случа-
ев не отвергалась. В остальных случаях дан-
ная гипотеза не была принята. Тем не менее, 
утверждать, что проекция вектора скорости 
имеет нормальное распределение, в подоб-
ных условиях нельзя. Поскольку для дальней-
ших построений необходимо аналитическое 
представление о законе распределения, была 
исследована возможность использования для 
аппроксимации распределений закона Веге – 
Изинга.

1.1. Аппроксимация эмпирических данных 
законом Веге – Изинга

Впервые закон был описан Т. Веге [24]. 
Он часто используется в качестве основы 
для создания статистических моделей фазо-
вых переходов в различных областях физики. 
Т. Веге были использованы результаты иссле-
дований Э. Изинга, получившего модель си-
стем, состояние которых определяется уров-
нем внутренней кластеризации и воздействи-
ем внешних сил [24]. В основу данного закона 
распределения положено решение одномер-
ного уравнения Фоккера – Планка [25], кото-
рое имеет вид:

1/2

( )( ) exp 2 ,
( ) ( )

qc K qf q dq
Q q Q q−

 
=  

 
∫           (2)

где [ ]( ) sinh( ) 2 cosh( ) ;K q kq l q kq l= + − +

[ ]1( ) cosh( ) 2 sinh( ) ;Q q kq l q kq l
n

= + − +

1/2

1/2 1/2

( )( ) exp 2 ,
( )

q K qc Q q dq
Q q− −

 
=  

 
∫ ∫

l  – фундаментальное смещение (результат 
влияния внешних экономических условий); 

k  – показатель согласованности инве-
сторов;

 q  – переменная, отражает величину ры-
ночной поляризации мнений участников 
рынка.

С учетом вышеизложенного было выдви-
нуто предположение о том, что распределение 
проекции вектора скорости может быть ап-

Рис. 2. Гистограмма распределения проекции 
вектора скорости

а) в период 09 ч. 00 мин. – 10 ч. 00 мин.; 
б) в период 09 ч. 10 мин. – 10 ч. 10 мин.;
в) в период 09 ч. 20 мин. – 10 ч. 20 мин.; 
г) в период 09 ч. 30 мин. – 10 ч. 30 мин.
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проксимировано законом Веге – Изинга. Для 
наглядной аппроксимации эксперименталь-
ных данных было необходимо идентифициро-
вать параметры распределения Веге – Изинга. 
В этих целях был использован метод биони-
ческого моделирования адаптивного поиско-
вого поведения [26]. По построенным ап-
проксимирующим функциям был определен 
диапазон значений параметров l  (от –0,0526 
до 0,1452) и k  (от 0,7581 до 1,9509). Получен-
ные результаты представлены на рис. 3.

Для проверки гипотезы о соответствии 
эмпирического распределения закону Веге –
Изинга также использовались два указанных 
выше метода с прежними значениями уров-
ней значимости. Проведенная проверка по-
казала, что выдвинутая гипотеза о распреде-
лении проекции вектора скорости по закону 
Веге – Изинга не отвергается в 86 % случаев.

1.2. Переход к детерминированной задаче

Если испарение с водяных капель отсут-
ствует, конденсация (сублимация) начинается 
сразу по достижению состояния насыщения, 

выпадение осадков – сразу по наступлению 
конденсации, а вся сконденсированная влага 
выпадает в виде осадков. Прогноз опасных 
явлений погоды, связанных с повышенным 
содержанием влаги в атмосфере, в этом слу-
чае определяется прогнозом влажности [2, 3].

Водяной пар распространяется в атмосфе-
ре вследствие ее движения, которое склады-
вается из упорядоченного переноса со сред-
ней скоростью ( , , )c u v w  и турбулентных 
пульсаций. Как было отмечено выше, при 
движении индивидуальной частицы до нача-
ла конденсации массовая доля водяного пара 
остается практически неизменной. Все дру-
гие характеристики (абсолютная и относи-
тельная влажность, давление, точка росы) 
при движении частицы изменяются [3].

В настоящей работе предлагается рассмо-
треть математическую модель постоянства 
массовой доли до начала момента конденса-
ции в виде дифференциального уравнения (3).

1 2 3( ) ( ) ( ) 0,s s s st t t
t x y z

ε ε ε∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
       (3)

где 1,ε  2 ,ε  3ε  – случайные процессы, в кото-
рые входят проекции скорости ветра на соот-
ветствующие оси координат.

Для упрощения вычислений ось x  была 
ориентирована по направлению преимуще-
ственного переноса воздушной массы, верти-
кальные движения воздуха не принимались 
во внимание. Таким образом, уравнение (3) 
было преобразовано к следующему виду:

( ) ,s st
t x

ε∂ ∂
= −

∂ ∂
                             (4)

с детерминированным начальным условием:

0(0, ) ( ).s x s x=                              (5)

Случайный процесс ( )tε  будем считать 
заданным характеристическим функциона-
лом [17–19]

( ) exp( ( ) ( ) ) ,
T

M i dϕ ν ε τ ν τ τ
 

=  
 

∫            (6)

где функция v  принадлежит пространству 
1( )L T  суммируемых на отрезке T  функций с 

нормой ( ) ;
T

dν ν τ τ= ∫  M  – математическое 

ожидание по функции распределения про-

Рис. 3. Аппроксимация эмпирических данных 
проекции вектора скорости законом 

распределения Веге – Изинга
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цесса ( );tε  T  – отрезок времени, на котором 
изучается процесс 1[0; ].t

Умножим уравнение (4) на 
exp( ( ) ( ) )

T

i dε τ ν τ τ∫  и применим операцию ма-

тематического ожидания по функции распре-
деления случайного процесса ( )tε  к получен-
ному равенству

exp( ( ) ( ) )

( ) exp( ( ) ( ) ) .

T

T

sM i d
t

sM t i d
x

ε τ ν τ τ

ε ε τ ν τ τ

 ∂
= ∂ 

 ∂
= − ∂ 

∫

∫
      (7)

Для дальнейших построений введем вспо-
могательное отображение:

( , , ) ( , ) exp( ( ) ( ) ) ,
T

y t x M s t x i dν ε τ ν τ τ
 

=  
 

∫  (8)

где ;x R∈  1( ) ( ).v t L T∈
Тогда уравнение (7) можно записать в 

виде:
( , , ) ( , , ),

( )
y t x i y t x

t t x
ν δ ν

δν
∂ ∂

=
∂ ∂

           (9)

с начальным условием

0(0, , ) ( ) ( ),y x s xν ϕ ν=                  (10)
Непосредственно из определений следует, 

что математическое ожидание решения урав-
нения (4) с начальным условием (5) может 
быть получено из соотношения (8), в котором 
функцию ν  следует положить равной нулю. 
Иными словами имеет место равенство

[ ]( , ,0) ( , ) .y t x M s t x=                (11)
Таким образом, для нахождения матема-

тического ожидания решения уравнения (4) с 
начальным условием (5) достаточно найти 
решение уравнения с вариационной и обыч-
ной производными (9) при условии (10) в не-
которой окрестности точки 0.ν =

1.3. Математическое ожидание решения 
уравнения переноса влаги

Применив к обеим частям выражений (9) 
и (10) преобразование Фурье [27, 28], получим

[ ]

[ ]

( , , ) ( )

( ) ( , , ) ( ),
( )

x

x

F y t x
t

i i F y t x
t

ν ξ

δ ξ ν ξ
δν

∂
=

∂

= −
       (12)

[ ] [ ]0(0, , ) ( ) ( ) ( ) ( ),x xF y x F s xν ξ ξ ϕ ν=  (13)
где xF  – преобразование Фурье по перемен-
ной ,x  а ξ  – двойственная к x  переменная.

Обозначим
[ ]( , , ) ( , , ) ( );xY t F y t xξ ν ν ξ=  

[ ]0 0( , ) ( ) ( ) ( ).xy F s xξ ν ξ ϕ ν=

Тогда соотношения (12) и (13) перепишут-
ся в виде:

( , , ) ( , , ).
( )

Y t Y t
t t

δξ ν ξ ξ ν
δν

∂
=

∂
        (14)

[ ] 0(0, , ) ( ) ( , ).xF y x yν ξ ξ ν=           (15)
Введем вспомогательную функцию, зави-

сящую от трех переменных ( , , )t wχ τ  следую-
щим образом ( , , ) sign( )t w wχ τ τ= −  при w 
принадлежащем отрезку с концами , tτ  и 

( , , ) 0t wχ τ =  в противном случае. Нам потре-
буется лемма [17–19].

Лемма 1. Пусть ( )a t  – непрерывная функ-
ция на отрезке T  и функционал 1: ( )y L T → 
имеет вариационную производную 

( ( , )) .
( )

y a t
t

δ ν χ τ
δν
+  Тогда почти при всех t T∈  су-

ществует производная ( ( , ))y a t
t

ν χ τ∂ +
∂

 и вы-
полняется равенство

( ( , )) ( ( , ))( ) .
( )

y a t y a ta t
t t

ν χ τ δ ν χ τ
δν

∂ + +
=

∂
Теорема 2. Если существует вариацион-

ная производная ( ( , )) ,
( )

t
t

δϕ ν ξχ τ
δν
+  то

0( , , ) (0, , (0, ))Y t y tξ ν ξ ν ξχ= +          (16)
является решением задачи (14) и (15).

Доказательство. Получается подстанов-
кой (16) в (14) и (15) с использованием лем-
мы 1.

Теорема 3. В условиях теоремы 2
[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

1

1
0

1
0

1

1
0

( , , ) ( , , )

( ( ) ( ) ( (0, )))

( ) ( )

( (0, )) ( )

( ) ( (0, )) ( ),

*
*

*

x

x

x

x

x

y t x F Y t

F F s x t

F F s x

F t x

s x F t x

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ν ξ ν

ξ ϕ ν ξχ

ξ

ϕ ν ξχ

ϕ ν ξχ

−

−

−

−

−

= =

= + =

 =  

+ =

= +

     (17)
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где 
x

*  – знак свертки функций по ;x  1Fξ
−  – об-

ратное преобразование Фурье по ,ξ  является 
решением задачи (12), (13).

Доказательство. Применим обратное 
преобразование Фурье [27, 28] к (16), полу-
чим (17). Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть выполняются условия 
предыдущей теоремы, тогда

[ ] [ ]1
0( , ) ( ) ( (0, )) ( ),

x

M s t x s x F t x* ξ ϕ ξχ−=  (18)
является математическим ожиданием реше-
ния уравнения (4), при начальном условии (5).

Доказательство. Поскольку [ ]( , ,0) ( , ) ,y t x M s t x= 
[ ]( , ,0) ( , ) ,y t x M s t x=  то из (17) при 0ν =  получаем 

(18). Теорема доказана.

1.4. Вторая моментная функция решения 
уравнения переноса влаги

Для определения второй моментной функ-
ции решения задачи (4) введем в рассмотре-
ние отображение:

1

1

( , , , , )

( , ) ( , ) exp( ( ) ( ) ) .
T

z t x x

M s t x s x i d

γ ν

γ ε τ ν τ τ

=

 
=  

 
∫

   (19)

Отметим, что отображение 1( , , , , )z t x xγ ν  
симметрично по парам переменных ,t x  и 1, .xγ

Умножим уравнения (4) на 
1( , ) exp( ( ) ( ) )

T

s x i dγ ε τ ν τ τ∫  и применим опера-

цию математического ожидания по функции 
распределения случайного процесса ( ),tε  по-
лучим

1

1

( , ) exp( ( ) ( ) )

( ) ( , ) exp( ( ) ( ) ) .

T

T

sM s x i d
t

sM t s x i d
x

γ ε τ ν τ τ

ε γ ε τ ν τ τ

 ∂
= ∂ 

 ∂
= − ∂ 

∫

∫
 (20)

Используя вспомогательное отображение 
1( , , , , ),z t x xγ ν  соотношение (20) запишем в 

виде:

1
1

( , , , , ) ( , , , , ).
( )

z t x x i z t x x
t t x
γ ν δ γ ν

δν
∂ ∂

=
∂ ∂

 (21)

Определим начальное условие для выра-
жения (21) для этого положим 0tγ =  и 1 .x x=

0
1

0
1

1

,

1
,

( , , , , )

( , , , , ) .
( )

t
x x

t
x x

z t x x
t

i z t x x
t x

γ

γ

γ ν

δ γ ν
δν

=
=

=
=

∂
=

∂

∂
=

∂

       (22)

Применив преобразование Фурье к (22), 
получим:

[ ]

[ ]

0
1

0
1

1
,

1
,

( , , , , ) ( )

( , , , , ) ( ) .
( )

x
t

x x

x
t

x x

F z t x x
t

F z t x x
t

γ

γ

γ ν ξ

δξ γ ν ξ
δν

=
=

=
=

∂
=

∂

=
    (23)

На основании леммы 1, получим:
[ ] 0

1

,1

2
0

( , , , , ) ( )

[ ( )( ) ( (0, )].

tx
x x

x

F z t x x

F s x t

γγ ν ξ

ξ φ ν ξχ

=
=

=

= +
            (24)

Применив обратное преобразование Фу-
рье к (24), запишем:

[ ]

0
1

,1

2 1
0

( , , , , )

( ) ( (0, )) ( ).

t
x x

x

z t x x

s x F t x

γ

ξ

γ ν

φ ν ξχ

=
=

−

=

= ∗ +
       (25)

[ ]
1

2 1
0 1

(0, , , , )

( ) ( (0, )) ( ).
x

z x x

s x F t xξ

γ ν

φ ν ξχ−

=

= ∗ +
       (26)

Равенство (26) является начальным усло-
вием выражения (21).

Определение 1. Второй моментной функ-
цией решения задачи (4) с детерминирован-
ным начальным условием (5) называется 

1( , , , ,0),z t x xγ  где 1( , , , , )z t x xγ ν  – симметричное 
по переменным ,t x  и 1, xγ  решение задачи 
(21), (26) и обозначается через [ ]1( , ) ( , ) .M s t x s xγ

Теорема 5. Если существует вариацион-
ная производная ( ( , )) ,

( )
t

t
δφ ν ξχ τ

δν
+  то решение 

задачи (21), (26) имеет вид

1

2 1
0 1

( , , , , )

( ) [ ( (0, ) (0, ))]( ).
x

z t x x

s x F t xξ

γ ν

φ ν ξχ ξχ γ−

=

= ∗ + +
 (27)

Доказательство. Задача (21), (26) имеет 
вид задачи (9), (10). Используя формулу (16) 
получаем (27). Теорема доказана.

Теорема 6. В условиях предыдущей тео-
ремы вторая моментная функция решения 
уравнения (4) имеет вид
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[ ]1

2 1
0 1

( , ) ( , )

( ) [ ( (0, ) (0, ))]( ).
x

M s t x s x

s x F t xξ

γ

φ ξχ ξχ γ−

=

= ∗ +
   (28)

Доказательство. Поскольку [ ]1 1( , , , ,0) ( , ) ( , ) ,z t x x M s t x s xγ γ= 
[ ]1 1( , , , ,0) ( , ) ( , ) ,z t x x M s t x s xγ γ=  то из (27) при 0,ν =  полу-

чаем (28). Теорема доказана.
Важной статистической характеристикой 

случайного процесса является дисперсионная 
функция [ ] [ ]( )22( , ) [ ( , )] ( , ) .D s t x M s t x M s t x= − .

Теорема 7. Пусть выполняются условия 
теоремы 5, тогда дисперсионная функция ре-
шения задачи (4), (5) имеет вид

[ ] [ ]

[ ]

2 1
0

2
1

0

( , ) ( ) (2 (0, ) ( )

( ) ( (0, ) ( ) .

x

x

D s t x s x F t x

s x F t x

ξ

ξ

φ ξχ

φ ξχ

−

−

= ∗ −

 − ∗ 
 

  (29)

Доказательство. Подставив в формулу 
определения дисперсионной функции равен-
ства (21) и (28), положив при этом в послед-
нем выражении ,tγ =  1 ,x x=  получим (30). 
Теорема доказана.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

2.1. Уравнение переноса влаги с гауссовым 
случайным процессом

Рассмотрим частный случай, возникаю-
щий при значениях l  и ,k  равных 0 и около 
1,9 соответственно. В этом случае функция 
распределения по закону Веге – Изинга зна-
чительно упрощена, и плотность вероятно-
стей проекции вектора скорости принимает 
вид нормального закона распределения. Ха-
рактеристический функционал которого 
имеет вид [17–19]:

[ ]
1

1 1

0

1 2 1 2 1 2
0 0

( ) exp ( ) ( )

1 ( , ) ( ) ( ) ,
2

t

t t

i M d

b d d

ϕ ν ε τ ν τ τ

τ τ ν τ ν τ τ τ


= −




− 


∫

∫ ∫
      (30)

где [ ]1 2 1 2( , ) ( ) ( )b Mτ τ ε τ ε τ= − [ ] [ ]1 2( ) ( )M Mε τ ε τ−  
– ковариационная функция процесса ( ).tε

Для упрощения дальнейших громоздких 
выкладок введем обозначения

[ ]
0

( ) ;A M d
γ

ε τ τ= ∫  1 1 2 1 2
0 0

( , ) ;A b d d
γ γ

τ τ τ τ= ∫ ∫

[ ]
0

( ) ;
t

B M dε τ τ= ∫  1 1 2 1 2
0 0

( , ) .
t t

B b d dτ τ τ τ= ∫ ∫
Теорема 8. Пусть ( )tε  – гауссов случайный 

процесс, тогда математическое ожидание 
[ ]( , )M s t x  решения уравнения (4) с начальным 

условием (5), имеет вид
[ ]

2

0
11

( , )

1 ( )( ) exp ( ).
2

x

M s t x

x Bs x x
BB* π

=

 −
= − 

 

     (31)

Доказательство. Подставив характери-
стический функционал (30) в соотношение 
(21), воспользовавшись определением функ-
ции ( , )tχ τ  и взяв обратное преобразование 
Фурье по ,ξ  получим (31). Теорема доказана.

Теорема 9. Пусть выполняются условия 
предыдущей теоремы, тогда вторая момент-
ная функция имеет вид

[ ]1

2
2 1
0 1

22

( , ) ( , )

( )1( ) exp .
2

x

M s t x s x

x As x
AA

γ

π

=

 −
= ∗ − 

 

       (32)

Доказательство. Подставив характери-
стический функционал (30) в равенство (28), 
используя свойства функции ( , )tχ τ  и взяв 
обратное преобразование Фурье по ,ξ  полу-
чим (32). Теорема доказана.

Теорема 10. Пусть выполняются условия 
теорем 8 и 9, тогда дисперсионная функция 
имеет вид

[ ]
2

2
0

11

2
2

0
11

( , )

1 ( 2 )( ) exp ( )
42

1 ( )( ) exp ( ) .
2

x

x

D s t x

x Bs x x
BB

x Bs x x
BB

π

π

=

  −
= ∗ − −     

  −
− ∗ −     

 (33)

Доказательство. Подставив характери-
стический функционал (30) в равенство (29), 
используя свойства функции ( , ),tχ τ  полу-
чим (33). Теорема доказана.

2.2. Степень влияния случайных факторов

Оценим степень влияния случайных фак-
торов на поведение системы, описываемой 
уравнением (4) с начальным условием (5). Для 



46 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2019, № 2

В. Г. Задорожний, М. Е. Семенов, И. И. Ульшин, В. С. Ножкин

этого рассмотрим одномерный случай урав-
нения вида (1) с тем же начальным условие.

Легко проверить, что

0
0

( , ) ( ( ) )
t

ds t x s x u s ds= − ∫
является решением соответствующего урав-
нения (1) с начальным условием (5). Тогда 
функция

[ ]

0
0

2

0
11

( , ) ( , ) ( , )

( ( ) )

1 ( )( ) exp ( ) ;
2

s d

t

x

I t x s t x M s t x

s x u s ds

x Bs x x
BB* π

= − =

− −

 −
− − 
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дает оценку погрешности решений при отка-
зе от учета случайных факторов.

Отметим, что при 1( ) 0B t →  выражение 
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 стремится к δ -функ-

ции Дирака и соответствующая функция 
( , ) 0.I t x →  Таким образом, при 1( ) 0B t →  

формулы (31) и (33) переходят в формулы ре-
шения детерминированной задачи, тем самым 
доказано, что если случайный процесс, отве-
чающий горизонтальной компоненты скоро-
сти ветра, обладает «быстро» убывающей 
функцией автокорреляции, то приближенное 
решение может быть получено посредством 
замены скорости ветра ее средним значением.

Возможные приложения предложенного в 
статье подхода применительно к задачам ме-
теорологии сосредоточены, прежде всего, в 
области прогнозирования погодных явлений 
малого пространственно-временного мас-
штаба (на расстояниях до нескольких кило-
метров и временных интервалов порядка не-
скольких часов). Именно на таких интервалах 
учет случайных составляющих в моделях пе-
реноса представляется вполне оправданным, 
поскольку неконтролируемые отклонения 
скорости ветра могут вносить существенные 
изменения в распределения метеорологиче-
ских величин. Отметим также, что возмож-
ные приложения метода не ограничиваются 
метеорологией, поскольку явления переноса 
широко распространено в различных техно-
логических процессах и производствах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей статье опи-
сан альтернативный подход к моделированию 
процессов переноса влаги, связанный с уче-
том турбулентных свойств в рамках стохасти-
ческих методов. Предложен способ решения 
дифференциального уравнения, описываю-
щего перенос влаги в атмосфере, коэффици-
ентами которого являются случайные процес-
сы. Определен и обоснован закон распределе-
ния проекции мгновенного вектора скорости. 
С помощью бионической модели адаптивно-
го поискового поведения аппроксимирована 
функция, описывающая распределение слу-
чайного процесса. Получены математическое 
ожидание и вторая моментная функция для 
массовой доли водяного пара. Рассмотрен 
частный случай, в случае гауссова распределе-
ния проекции скорости ветра. На основании 
существующего способа и предложенного 
подхода к прогнозированию влагопереноса 
определена оценка, позволяющая произвести 
учет погрешности, получающейся при заме-
не случайного коэффициента уравнения его 
усредненным значением.
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A MODEL ADVECTIVE CHANGE OF AIR HUMIDITY 
WITH STOCHASTIC PARAMETERS
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**MESC AF «N. E. Zhukovsky and Y. A. Gagarin Air Force Academy» (Voronezh)

Annotation. The paper presents a solution to the underlying moisture transfer model of a dif-
ferential equation whose coefficients are random processes. The distribution of the projection of 
the instantaneous velocity vector is approximated by the Vaga-Ising law, the parameters of which 
are identified on the basis of a bionic model of adaptive search behavior. Explicit formulas for the 
mathematical expectation and the second moment function of the solution of the corresponding 
moisture transfer equation are proposed. The estimation of the degree of influence of random fac-
tors on the system, in the case of replacing the random coefficient of the equation by its mathemat-
ical expectation, is determined. An example is given in the case of the Gaussian distribution of the 
horizontal component of the wind speed, which makes it possible to determine the expectation and 
the second moment function within the framework of model representations.
Keywords: moisture transfer, random processes, stochastic model, Vaga – Ising distribution, 
mathematical expectation, second moment function, influence of random factors.
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