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Аннотация. Учет неопределенности в исходной информации в задачах оптимизации хи-
мико-технологических систем приводит к учету разных форм ограничений, представляю-
щих проектные требования к работе химико-технологических систем. В работе предложен 
способ решения задач проектирования оптимальных химико-технологических систем при 
учете объединенных вероятностных ограничений. Способ основан на использовании ку-
сочно-линейной аппроксимации целевой функции и функций ограничений, входящих в 
перечень объединенных, а также аппроксимации области выполнения ограничений много-
мерным параллелепипедом. Это позволяет свести объединенные вероятностные ограниче-
ния к совокупности отдельных детерминированных ограничений и обеспечить их вычис-
лимость, а также меньшее время на получение решения задачи. Уточнение используемых 
аппроксимаций достигается за счет разбиения области неопределенности и многомерного 
параллелепипеда на подобласти.
Ключевые слова: оптимальное проектирование, химико-технологические системы, нео-
пределенность в исходной информации, объединенные мягкие ограничения.
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ВВЕДЕНИЕ

Эксплуатация химико-технологических 
процессов и систем (ХТПС) в изменяющихся 
условиях работы требует их учета при про-
ектировании новых ХТПС. Обычно воздей-
ствия тех изменений, на которые можно по-
влиять, стараются предусмотреть и снизить 
их влияние на работу ХТПС. Однако оста-
ются изменения, на которые воздействовать 
невозможно, происходят они независимо от 
нашего желания и воспринимаются как слу-
чайные. В современной теории проектирова-
ния оптимальных ХТПС решение таких задач 
проводится на основе постановок задач опти-
мизации с учетом неопределенности в исход-
ной информации [1]. В зависимости от жела-
ния проектировщика и имеющихся возмож-
ностей уточнения информации, управления 
ХТПС во время его эксплуатации, такие за-
дачи принимают различный вид задач стоха-
стической оптимизации [2]. Можно выделить 

задачи робастной стохастической оптимиза-
ции, учитывающие жесткие ограничения [3], 
и задачи оптимизации с мягкими ограниче-
ниями, которые чаще всего представляют в 
форме вероятностных ограничений [4]. При 
этом соблюдается весьма высокий уровень 
выполнения таких ограничений, или малый 
уровень риска. Последний тип задач разделя-
ется на два способа учета проектных требова-
ний: отдельные и объединенные вероятност-
ные ограничения. При этом использование 
отдельных вероятностных ограничений ме-
нее предпочтительно в сравнении с объеди-
ненными вследствие гарантированного уров-
ня вероятности выполнения последних.

На постановку задачи проектирования 
оптимальных ХТПС влияет число этапов 
ее жизненного цикла, на которых возмож-
но уточнение информации, недоступной на 
этапе проектирования ХТПС. Среди таких 
постановок наиболее известными являются 
двухэтапная и одноэтапная задача оптими-
зации [5]. Первая учитывает отдельно этапы 
проектирования и функционирования ХТПС 
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и предполагает на этапе функционирования 
возможность уточнения информации, непол-
ной или неточной на этапе проектирования. 
Также двухэтапная задача оптимизации пред-
полагает возможность подбора и реализации 
режима работы ХТПС, оптимального для из-
менившихся условий ее функционирования. 
Однако такая постановка требует информа-
цию о закономерности изменения режимов 
работы проектируемой системы при измене-
нии условий ее функционирования. Одноэ-
тапная задача предполагает невозможность 
уточнения неполной и неточной информации 
и учитывает этапы проектирования и функ-
ционирования как один. Это облегчает сбор 
исходной информации и решение таких задач.

ХАРАКТЕРИСТИКА ЗАДАЧ 
ОПТИМИЗАЦИИ С МЯГКИМИ 

ОГРАНИЧЕНИЯМИ

В общем виде задача проектирования оп-
тимальных ХТПС в постановке одноэтапной 
задачи оптимизации с вероятностными огра-
ничениями имеет вид [6]:

,
min [ ( , , )]
d z H

E f d z θ
∈

                   (1)

Pr{ ( , , ) 0; 1,..., } ,jg d z j mθ α≤ = ≥         (2)
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где ( , , )f d z θ  – функция характеризующая 
эффективность работы ХТПС, d  – dn -вектор 
конструктивных параметров, z  – zn -вектор 
управляющих переменных, H  – область из-
менения конструктивных и управляющих па-
раметров, ( , , ),jg d z θ  1,...,j m=  – функции 
левых частей ограничений, формализующих 
проектные требования, θ  – nθ -вектор нео-
пределенных параметров, ( )ρ θ  – функция 
плотности вероятности параметров .θ  Об-
ласть { : ,L U

i i i iT θ θ θ θ= ≤ ≤ 1,..., }i nθ=  – об-
ласть неопределенности.

В случае, если в (2) 1,m =  мы имеем дело с 
отдельными вероятностными ограничения-
ми [7], которых может быть несколько, и за-
дача примет вид

,
min [ ( , , )]
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E f d z θ
∈
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j

j jg d z dθ ρ θ θ α
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В случае, когда в (2) 1,m >  задача (1)–(2) 
является одноэтапной задачей оптимизации 
с объединенными вероятностными ограни-
чениями (ОЗОВО) [8].

Сравнивая постановки двух задач, оста-
новимся в первую очередь на трактовании 
получаемого решения. Задача (4)–(5) не тре-
бует, чтобы ограничения (5) выполнялись на 
одной и той же области. То есть, если в неко-
торый момент времени t  периода эксплуата-
ции ХТПС, соответствующий точке tθ  обла-
сти неопределенности ,T  часть ограничений 
выполняется, это не гарантирует, что в точке 

tθ  будут выполняться все ограничения. Сле-
довательно, решив такую задачу, мы не точно 
достигаем предполагаемой цели: совокупный 
уровень риска может быть выше, чем предпо-
лагалось [9]. В общем случае, получив реше-
ние задачи (4)–(5) с приемлемой точностью, 
мы получаем всего лишь оценку задачи с объ-
единенными ограничениями [10]. ОЗОВО га-
рантирует, что все m  ограничений выполня-
ются на общей области .Ω  Решив такую зада-
чу, мы можем быть уверены, что все ограни-
чения выполняются одновременно. Это по-
служило активному вниманию к таким огра-
ничениям в последнее десятилетие. 

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ПРЕДШЕСТВУЮЩИХ РАБОТ

Проблема решения перечисленных задач 
состоит в том, что заранее неизвестна область 
выполнения вероятностных ограничений, она 
может иметь форму, отличную от многомер-
ного куба, и быть несвязной. Решение задачи 
(4)–(5) трудоемко даже для невысокого уров-
ня риска и малого числа ограничений и требу-
ет огромных вычислительных затрат на вы-
числение многомерных интегралов на каждом 
шаге метода оптимизации [11]. Решение ОЗО-
ВО при ряде зависимостей ( , , )jg d z θ  невоз-
можно известными методами, а в случае более 
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простых видов ограничений и распределений 
неопределенных параметров, прямое решение 
задачи приводит к овражистым областям вы-
полнения ограничений или жестким задачам 
[12]. В любом случае, ОЗОВО более трудоем-
ки в сравнении с задачами с отдельными веро-
ятностными ограничениями [13].

В настоящее время для решения задач 
ОЗОВО разрабатываются различные ап-
проксимирующие стратегии, сводящие объ-
единенные вероятностные ограничения к 
различного вида ограничениям, позволяю-
щим значительно упростить решение зада-
чи. Ahmed с соавторами [14] предложили 
для ряда типов объединенных ограничений 
преобразование задачи к задаче целочислен-
ного программирования, которая далее была 
развита тем же автором в [11]. Для дискрет-
ных распределений Luedtke с соавторами [15] 
предложен метод ветвей и отсечений на ос-
нове принципа разделения переменных Бен-
дерса. Также для дискретных распределений 
авторами [13] предложено преобразование 
задачи к задаче бинарного программирова-
ния с использованием множества отсечений, 
введенных в [16]. Способ вычисления объ-
единенных вероятностных ограничений на 
основе модификации метода статистических 
испытаний (SAA), дающей нелинейную ап-
проксимацию искомых величин, предложен 
в [17]. Авторы [17] представили отдельные и 
объединенные вероятностные ограничения в 
виде квантильных ограничений. Используя 
идею метода SAA, авторы переформулирова-
ли исходную задачу в виде задачи нелинейно-
го программирования. Однако использова-
ние метода статистических испытаний тре-
бует введения случайных величин, которые 
могут иметь собственное, отличное от реаль-
ного, распределение. Преобразование линей-
ных объединенных ограничений для случая 
эллиптических распределений предложено 
в работе [18]. В число таких распределений 
входят множество распределений, в том чис-
ле Гауссов распределение и t-распределение. 
Однако метод предложен для линейных зави-
симостей ограничений.

Ряд разработанных для отдельных веро-
ятностных ограничений методов могут быть 

распространены на случай объединенных 
ограничений, например широко известный 
метод аппроксимации среднего (SAA), пред-
ложенный Немировским с соавторами в [19]. 
Модификация метода разработана автора-
ми [20].

В последнее время интерес к объединен-
ным ограничениям увеличился и известные 
методы стали активно адаптировать к более 
сложным задачам [21, 6, 22, 23].

Наиболее развитыми являются направле-
ния развития методов решения задачи, осно-
ванных на сведении к задачам с отдельными 
вероятностными ограничениями, когда мож-
но воспользоваться уже известными подхо-
дами решения задач вида (4)–(5) [24]. Это ме-
тоды, основанные на аппроксимации исход-
ной задачи выпуклыми задачами с легко вы-
числяемыми ограничениями [25]. В [26] пред-
ложен ряд эвристик для преобразования Ла-
гранжиана задачи. Кубатурные формулы для 
аппроксимации основных параметров закона 
распределения и метод решения задач проек-
тирования оптимальных химико-технологи-
ческих систем с учетом неопределенности 
предложены авторами [27]. В работе [28] ав-
торы рассматривают более сложный вариант 
объединенных вероятностных ограничений, 
когда сведения о распределении неопределен-
ных параметров известны неточно и подхо-
дят под набор типов распределений. Авторы 
обосновали ряд полезных свойств такого 
типа ограничений, однако учитывали только 
линейные функции ( , , )jg d z θ  представления 
проектных требований.

Известные методы вычисления объеди-
ненных вероятностных ограничений либо 
требуют большого числа испытаний для до-
стижения высокой точности решения, либо 
разработаны для определенного типа функ-
ций ( , , )jg d z θ  в левых частях ограничений 
[29]. Несколько подходов к преобразованию 
отдельных вероятностных ограничений к де-
терминированному виду были предложены 
школой Островского Г. М. [30, 31]. Они явля-
ются универсальными и не требуют опреде-
ленного типа ограничений, но разработаны 
для задач с отдельными вероятностными 
ограничениями вида (4)–(5) [30, 31].
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Использование постановки одноэтапной 
задачи оптимизации с учетом объединенных 
вероятностных ограничений при проектиро-
вании оптимальных ХТПС в условиях нео-
пределенности исходной информации приво-
дит к необходимости вычисления многомер-
ных интегралов в критерии и ограничениях 
задачи. При этом для ряда функциональных 
зависимостей, формализующих требования 
к работе системы, вычисление объединенных 
вероятностных ограничений невозможно 
обычными методами. Это требует разработ-
ки новых методов, гарантирующих получе-
ние решения задачи за малое время при до-
стижении требуемой точности. 

Целью данной работы является разработ-
ка эффективного в смысле быстродействия 
без потери точности получения результата 
метода решения задач проектирования опти-
мальных ХТПС при учете неопределенности 
в исходной информации на основе постанов-
ки одноэтапных задач оптимизации с учетом 
объединенных вероятностных ограничений

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

В работе предложен подход к решению за-
дач проектирования оптимальных работо-
способных ХТПС на основе ОЗОВО вида (1)–
(2). Предполагается, что неопределенные па-
раметры iθ  имеют распределение 2( , )i iN µ σ  и 
некоррелированы.

Предлагаемый подход основан на следую-
щих операциях: 

– аппроксимации области выполнения 
объединенный вероятностных ограничений 

TΩ∈  совокупностью многомерных прямоу-
гольников ,lT  1,..., ;l L=

– аппроксимации функций ограничений 
( , , )jg d z θ  и функции ( , , )f d z θ  кусочно-ли-

нейными функциями. 
Рассмотрим эти операции последовательно.

ПРЕДЛАГАЕМЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ 
ЗАДАЧИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

ОПТИМАЛЬНОЙ ХТС 
В ПОСТАНОВКЕ (1)–(2)

Преобразование объединенных вероят-
ностных ограничений. Допустим, есть об-
ласть ,Ω  для которой верно (2). Тогда можно 
записать

( ) ,dρ θ θ α
Ω

≥∫                             (6)

{ : ( , , ) 0; 1,..., ; }.jg d z j m Tθ θ θΩ = ≤ = ∈    (7)
Условие (7) можно переписать в следую-

щем виде

( , , ) 0; 1,..., ; .jg d z j mθ θ≤ = ∀ ∈Ω          (8)
Очевидно, что (8) эквивалентно условию

max ( , , ) 0; 1,..., .jg d z j m
θ

θ
∈Ω

≤ =             (9)

Таким образом, условия (6) и (8) можно 
переписать в виде

( ) ,dρ θ θ α
Ω

≥∫                           (10)

max ( , , ) 0; 1,..., .jg d z j m
θ

θ
∈Ω

≤ =           (11)

Очевидно, что ограничение (2) можно за-
менить ограничениями (10)–(11). Однако, 
множество форм, размеров и местоположе-
ний в области неопределенности T  возмож-
ных областей Ω  очень велико. Наилучшая 
область Ω  заранее неизвестна. Используя 
ограничения (6), нужно одновременно искать 
форму, местонахождение и размер области 

.TΩ⊂  Решение такой задачи очень сложно.
Будем аппроксимировать искомую об-

ласть Ω  многомерным прямоугольником 
,* ,*{ : ,L U

i i i iT θ θ θ θ= ≤ ≤ 1,..., }i nθ= . Очевидно, 
что должно выполняться ,T T⊂  поскольку 

,TΩ⊂  и неопределенные параметры ,iθ  
1,..., ,i nθ=  взаимно независимы. Исходя из 

описания, верно ,* ,L L
i iθ θ≤  ,* ,U U

i iθ θ≤  1,..., .i nθ=
Подставив ограничения (10)–(11) в задачу 

(1)–(2), мы должны включить границы обла-
сти T  в число поисковых переменных задачи 
(1)–(2). Задача примет вид

,* ,*, , ,
min [ ( , , )]

U L
i id z H

E f d z
θ θ

θ
∈

                 (12)

max ( , , ) 0,jT
g d z

θ
θ

∈
≤  1,..., ,j m=            (13)



22 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2019, № 3

Т. В. Лаптева, Н. Н. Зиятдинов, Т. К. Нгуен

( ) ,
T

dρ θ θ α≥∫                          (14)

,* ,*{ : , 1,..., }.L U
i i i iT i nθθ θ θ θ= ≤ ≤ =

Очевидно, что выбранный вид области T  
сужает множество возможных областей .Ω  
Поэтому задача (12)–(13) даст верхнюю оцен-
ку критерия задачи (1)–(2).

Для уточнения формы, размера и местопо-
ложения искомой области ,Ω  будем разбивать 
область T  на подобласти , ,{ : ,L l U l

l i i i iT θ θ θ θ= ≤ ≤  

1,..., },i nθ=  1,..., ,l N=  таких, что 
1

,
N

l
l

T T
=

=


 

,lT T⊂  ,s rT T∩ =∅  ,s r≠  1,..., ,s N=  1,..., .r N=
Тогда будет верно следующее выражение

1

( ) ( ) ... ( ) .
NT T T

d d dρ θ θ ρ θ θ ρ θ θ= + +∫ ∫ ∫
Поскольку верно 

1

,
N

l
l

T T
=

=


 то для одного 

ограничения из группы (8) с номером j  мож-
но записать 

1,...,
max ( , , ) max max ( , , )

l
j jT l N T

g d z g d z
θ θ

θ θ
∈ = ∈

=

и одно ограничение (13) с номером j  можно 
заменить на ограничение вида

max ( , , ) 0,
l

jT
g d z

θ
θ

∈
≤  1,..., .l N=

Повторив проведенные рассуждения для 
каждого ограничения из группы (13), ограни-
чения (13)–(14) можно переписать в виде

1

( ) ... ( ) ,
NT T

d dρ θ θ ρ θ θ α+ + ≥∫ ∫        (15)

max ( , , ) 0,
l

jT
g d z

θ
θ

∈
≤  

1,..., ,l N=  1,..., .j m=
Учитывая некоррелированность неопре-

деленных параметров, запишем
, ,

1

( ) [ ( ) ( )],
l

n
U l L l
i i

iT

d
θ

ρ θ θ θ θ
=

= Φ −Φ∏∫  

где 1,..., ,l N=  ( )ξΦ  – функция распределе-
ния (0;1)N  случайной величины ,ξ  

, ,( ) / ,L l L l
i i i iθ θ µ σ= −  , ,( ) / ,U l U l

i i i iθ θ µ σ= −  
1,..., ,i nθ=  , ,{ : ,L l U l

l i i i iT θ θ θ θ= ≤ ≤ 1,..., }.i nθ=
Тогда ограничение (15) запишем в виде

, ,

1 1

[ ( ) ( )] ,
nN

U l L l
i i

l i

θ

θ θ α
= =

Φ −Φ ≥∑∏  

В результате можно записать задачу (12)–
(14) на итерации k  в виде

, ,, , ,
min [ ( , , )]

U l L l
i id z H

E f d z
θ θ

θ
∈

                 (16)

max ( , , ) 0,
l

jT
g d z

θ
θ

∈
≤                     (17)

1,..., ,kl N=  1,..., ,j m=                  (18)

, ,

1 1

[ ( ) ( )] ,
k nN

U l L l
i i

l i

θ

θ θ α
= =

Φ −Φ ≥∑∏              (19)

, , ,L L l U l U
i i i iθ θ θ θ≤ ≤ ≤  1,..., ,i nθ=  1,..., .kl N=
В задаче (16)–(19) не нужно вычислять 

объединенные вероятностные ограничения, 
но она включает бесконечное число ограни-
чений в (17), что превращает ее в задачу полу-
бесконечного программирования [32]. При 
этом, в силу того, что границы областей ,lT  по 
которым проводится операция максимиза-
ции в (12), включены в число поисковых пе-
ременны задачи, размеры и местоположение 
областей lT  изменяются в процессе решения 
задачи. Это превращает задачу (16)–(19) в за-
дачу обобщенного полубесконечного про-
граммирования. Для решения таких задач не-
обходимы методы решения обобщенных за-
дач полубесконечного программирования, 
которые сводят задачу обобщенного полубес-
конечного программирования к последова-
тельности обычных задач нелинейного про-
граммирования [32].

Избавимся от бесконечного числа ограни-
чений в задаче получения верхней оценки. 
Для этого аппроксимируем функции 

( , , )jg d z θ  кусочно-линейными функциями 
( , , , ),l

jg d z θ θ  представляющими линейные 
части их разложений в ряд Тейлора в центрах 

lθ  областей ,lT  1,..., ,l N=  по параметрам iθ

1

( , , , ) ( , , )

( , , )
( ),

l l
j j

l
n j l

i ii
i

g d z g d z

g d z
θ

θ θ θ

θ
θ θ

θ=

= +

∂
+ −

∂∑
1,..., .j m=

Очевидно, что линейная в выпуклой обла-
сти lT  функция ( , , , )l

jg d z θ θ  может прини-
мать максимальное значение только в угло-
вых точках , ,s lθ  1,..., 2 ,ns θ=  этой области. 
Тогда ограничение (17) с учетом введенной 
аппроксимации примет вид

,( , , , ) 0,s l l
jg d z θ θ ≤  

1,..., 2 ,ns θ=  1,..., ,j m=  1,..., .l N=
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Преобразование целевой функции зада-
чи. Для исключения операции многомерного 
интегрирования в критерии задачи (16)–(19) 
используем аппроксимацию, предложенную 
в [30]. Аппроксимация построена на линей-
ной части разложения в ряд Тейлора функции 

( , , )f d z θ  по неопределенным параметрам в 
некоторой точке qθ  области неопределенности 

1

( , , , ) ( , , )
( , , ) ( ).

q q

q
n q

i ii
i

f d z f d z
f d zθ

θ θ θ

θ θ θ
θ=

= +

∂
+ −

∂∑
Разобьем область неопределенности на со-

вокупность многомерных прямоугольников 
, ,{ : ,L q U q

q i i iR θ θ θ θ= ≤ ≤  1,..., },i nθ=  1,..., ,q Q=  
таких, что

1

,
Q

q
q

R T
=

=


 ,s rR R∩ =∅  ,s r≠

1,..., ,s Q=  1,..., .r Q=
Аппроксимация функции цели  задачи 

(16)–(19) может быть записана в виде

1

1

[ ( , , )] ( ( , , )

( , , ) ( [ ] )),

Q
q

ap q
q

n q
q

q i q i
i i

E f d z a f d z

f d z E a
θ

θ θ

θ θ θ
θ

=

=

= +

∂
+ −

∂

∑

∑

,

,

1
, ,

1

, ,

1

[ ] [ ( ) ( )]

( ) [ ( ) ( )],
U q
i

L q
i

i
U q L q

q i s s
s

n
U q L q

i i i s s
s i

E

d
θθ

θ

θ θ θ

θ ρ θ θ θ θ

−

=

= +

= Φ −Φ ×

× Φ −Φ

∏

∏∫

 

 

, ,

1

( ) [ ( ) ( )],
q

n
U q L q

q i i
iR

a d
θ

ρ θ θ θ θ
=

= = Φ −Φ∏∫  

,q
qRθ ∈

, ,( ) / ,L q L q
i i i iθ θ µ σ= −

, ,( ) / .U q U q
i i i iθ θ µ σ= −

Формализация задачи получения оцен-
ки критерия задачи (1)–(2). С учетом введен-
ных аппроксимаций, на итерации k  задача 
(16)–(19) имеет вид

, ,, , ,
min [ ( , , )]

U l L l
i i

apd z H
E f d z

θ θ
θ

∈
             (20)

, ,

1 1

[ ( ) ( )] ,
k nN

U l L l
i i

l i

θ

θ θ α
= =

Φ −Φ ≥∑∏  

,( , , , ) 0,s l l
jg d z θ θ ≤  1,..., 2 ,ns θ=  

1,..., ,kl N=  1,..., ,j m=
, , ,L L l U l U

i i i iθ θ θ θ≤ ≤ ≤  1,..., ,i nθ=  1,..., .kl N=
Аппроксимировав функцию стандартно-

го нормального распределения, мы полно-
стью исключим операции многомерного ин-
тегрирования в задаче. Задача (20) является 
задачей детерминированного нелинейного 
программирования.

Уточнение оценки, получаемой при реше-
нии задачи (20), следует проводить за счет 
разбиения тех подобластей lT  и ,qR  в кото-
рых получено наихудшее качество аппрокси-
мации подынтегральных функций.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Эффективность предложенного подхода 
была проверена на решении модельного при-
мера, в котором решается задача проектиро-
вания оптимальной технологической систе-
мы, состоящей из реактора и теплообменни-
ка с рециклом [30] (см. рис. 1). Использование 
примера позволяет провести сравнительную 
характеристику предлагаемого подхода с дру-
гими. В реакторе (1) объема V  протекает эк-
зотермическая реакция первого порядка вида 

.RkA B→

Рецикловый поток с расходом 1,F  кг*моль/ч, 
служит для поддержания температуры 1,T  К, 
в реакторе. Противоточный теплообменник 
(2) с площадью теплообмена ,tA  м2, служит 
для охлаждения рециклового потока холод-
ной водой с расходом ,wF  кг*моль/ч. Неопре-
деленными параметрами задачи являются 

1 0 ,Fθ =  кг*моль/ч, 2 0 ,Tθ =  К, 3 1,wTθ =  К, 
4 ,Rkθ =  м3/кг*моль*ч, 5 ,Uθ =  кДж/м2. Об-

Рис. 1. Исследуемая химико-технологическая 
система
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ласть неопределенности T  характеризуется 
отклонениями {0.1;δ = 0.02; 0.03; 0.1; 0.1}  от 
номинальных значений неопределенных па-
раметров {45.36;Nθ = 333; 300; 9.81; 1635.34} 
и имеет вид 5-мерного параллелепипеда с ре-
брами [ (1 ); (1 )],N N

i i i iθ γδ θ γδ− +  1,...,5.i =  Па-
раметр γ  [30] характеризует изменение раз-
мера области неопределенности и задается 
фиксированным при решении задачи. Этот 
параметр позволяет анализировать работу 
метода для одного и того же модельного при-
мера, но при разных размерах области нео-
пределенности.

В качестве критерия оптимальности ис-
пользованы приведенные затраты, включаю-
щие капитальные затраты на построение си-
стемы и эксплуатационные затраты на пере-
качку потоков 1,wF F

0,7 0,6
1691,2 873 1,76 7,056 .t wf V A F F= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

Математическая модель системы, включа-
ющая материальные и тепловые балансы ре-
актора и теплообменника, имеет вид:

( ) ( )0 0 1 0 1/ exp / ( ) ,A A A R AF C C C Vk E RT C− = −

( ) ( ) ( )0 1
0 0 1 0

0

,A A
p HE

A

C C
H F F c T T Q

C
ρ

−
−∆ = − +

( ) ( )1 1 0 2 1 ,HE p W w pw W WQ F c T T F c T Tρ= − = −

( ) ( ) ( )1 2 2 1 / 2.HE t t W Wm
Q AU T AU T T T T= ∆ = − − −

Поисковыми переменными задачи явля-
ются: конструктивные переменные { , },td V A=  
управляющие переменные: 1 2{ , }.Wz T T=  Огра-
ничения рассматриваемой задачи имеют сле-
дующий вид:

0V ≥ , 0tA ≥ , 

2301 355wT≤ ≤ , 1311 389T≤ ≤ ,       (21)

2 1 1Pr{ 0}T T α− ≤ ≥ ,                   (22)

1 2 2Pr{ 0}w wT T α− ≤ ≥ ,                 (23)

( )0 1 0 3Pr{0,9 / 1}A A AC C C α≤ − ≤ ≥ ,    (24)

1 2 4Pr{ 11,1 0}wT T α− + ≤ ≥ ,           (25)

2 1 5Pr{ 11,1 0}wT T α− + ≤ ≥ ,           (26)

2 6Pr{311 389}T α≤ ≤ ≥ .            (27)
Ограничения (21) не зависят от неопре-

деленных параметров. Ограничения (22)–
(27) зависят от неопределенных параметров 
и должны выполняться с заданным уровнем 

вероятности. Значения остальных параме-
тров задачи приведены в табл. 1.

Таблица 1
Параметры модели

pcρ 167.4 кДж/м3К
w pwcρ 4.19 кДж/м3К
H∆ –23260 кДж/кмоль

0AC 32.04 кмоль/м3

/E R 560 K

Задача проектирования оптимальной 
ХТС при учете неопределенности в исходной 
информации для данной была решена в не-
скольких постановках: 

1. при учете жестких ограничений, когда 
уровень вероятности выполнения ограниче-
ний (2) или (5) равен 1, то есть ограничения 
выполняются на всей области неопределен-
ности;

2. в постановке задачи с отдельными ве-
роятностными ограничениями в виде (4)–(5), 
методом, предложенным в [31]; 

3. в постановке ОЗОВО (1)–(2) методом, 
предложенным в данной работе. 

При решении задачи в виде (4)–(5) ис-
пользовались разные значения требуемого 
уровня вероятности выполнения ограниче-
ний. Для ограничения (22) задавалась вероят-
ность 0.99. Для ограничений (23)–(27) уро-
вень вероятности задавался различным. Ис-
пользованы значения {0.75;0.9;0.99}.α =

Результаты решения задачи проектирова-
ния оптимальной ХТС на основе различных 
постановок приведены в табл. 2–4.

Таблица 2
Результаты решения модельного примера 

при учете ограничений как жестких 

γ Значение 
критерия

Время 
решения, с

1 10382 52
1.25 18388 85
1.5 Решение не найдено
2 Решение не найдено
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Таблица 3
Результаты решения модельного примера 

при учете отдельных мягких ограничений на 
основе задачи (4)–(5)

γ α Значение 
критерия

Время 
решения, с

1 0.99 10173 32
0.9 10003 31.7

0.75 9952 25
1.5 0.99 10430 73.5

0.9 10208 73
0.75 10057 64.5

2 0.99 Решение не найдено
0.9 Решение не найдено

0.75 10236 85.6

Таблица 4
Результаты решения модельного примера 

при учете объединенных мягких ограничений 
на основе задачи (1)–(2)

γ α Значение 
критерия

Время 
решения, с

1 0.99 10187 8.5
0.9 10034 8.5

0.75 9959 8
1.5 0.99 10456.8 7.2

0.9 10221 6.5
0.75 10105 10

2 0.99 Решение не найдено
0.9 10473 6.8

0.75 10302 6.3

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Анализируя полученные результаты, при-
веденные в табл. 2–4, можно видеть, что пред-
ложенный метод имеет значительное преи-
мущество во времени решения в сравнении с 
учетом отдельных ограничений, что объясня-
ется меньшим числом поисковых перемен-
ных в решаемой задаче. При этом решение 
задачи (1)–(2) дало значение критерия боль-
шее, чем решение задачи (4)–(5), что указыва-
ет на работоспособность метода, так как в за-
даче с объединенными вероятностными огра-

ничениями (1)–(2) область выполнения огра-
ничений соответствует области выполнения 
наихудшего ограничения и имеет меньшее 
число степеней свободы. В задаче (4)–(5) об-
ласти выполнения ограничений индивиду-
альны для отдельных ограничений и задача 
имеет большее число степеней свободы. Не-
значительное расхождение в значении крите-
рия при 1γ =  объясняется малым размером 
области неопределенности и особенностью 
решаемой задачи, где одно из ограничений 
связывает ряд ограничений и увеличивает 
области выполнения вероятностных ограни-
чений. При увеличении размера области нео-
пределенности, характеризуемого большими 
значениями параметра γ , и малыми значени-
ями вероятности (0.75 и 0.9) оптимальное 
значение критерия задачи (1)–(2) становится 
значительно больше, чем при решении задачи 
(4)–(5). Это определяется требованием общей 
области выполнения ограничений в задаче 
(1)–(2). Для размера области неопределенно-
сти, соответствующего значению 1.25γ =  и 
выше, решение задачи при учете жестких 
ограничений не было получено, что объясня-
ется невозможностью подобрать значения 
конструктивных и управляющих перемен-
ных, при которых ХТПС данной структуры 
обеспечивал бы выполнение всех ограниче-
ний во всех точках заданной области неопре-
деленности. По той же причине для значений 

2γ =  и 0,99α =  ни один из подходов реше-
ния задач с вероятностными ограничениями 
не дал решения. Также, подход, предложен-
ный в [31] не смог найти решение при 2γ =  и 

0,9α = , а предложенный в данной работе 
подход позволил решать задачу при таком 
размере области неопределенности.

Можно видеть, что предложенный метод 
решения ОЗОВО дает решение за очень ма-
лое время. При этом в оптимальной точке 
кроме значений критерия и поисковых кон-
структивных и режимных переменных метод 
также выдает значения , ,; ,L l U l

i iθ θ  1,..., ,i nθ=  
1,..., ,kl N=  границ области выполнения всех 

вероятностных ограничений, поскольку они 
входят в число поисковых переменных. Это 
позволяет оценить полученное решение с точ-
ки зрения применимости в разные моменты 
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эксплуатации ХТПС. Также к достоинствам 
метода следует отнести его универсальность в 
смысле применения к вероятностным ограни-
чениям с произвольным видом функций под 
интегралами в левых частях ограничений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Учет неопределенности в исходной ин-
формации приводит к использованию поста-
новок задач стохастической оптимизации для 
решения задач проектирования оптималь-
ных ХТПС. Широкое применение в таких по-
становках нашли как отдельные, так и объе-
диненные вероятностные ограничения для 
учета требований к работе проектируемого 
ХТПС. 

В работе рассматривается решение задачи 
проектирования оптимального ХТПС на ос-
нове постановки одноэтапной задачи опти-
мизации с объединенными вероятностными 
ограничениями. Использование объединен-
ных ограничений, в отличие от отдельных, 
позволяет гарантировать уровень вероятно-
сти выполнения ограничений. Однако объ-
единенные ограничения в ряде случаев не 
могут быть вычислены напрямую. Для сни-
жения вычислительных затрат и обеспечения 
решения задачи в работе предложен подход 
сведения исходной задачи к последователь-
ности задач нелинейного детерминирован-
ного программирования. Подход основан на 
кусочно-линейной аппроксимации функций 
оценки эффективности работы ХТПС и левых 
частей ограничений и позволяет избавиться 
от операции многомерного интегрирования 
при решении задачи. Эффективность подхода 
продемонстрирована на решении модельного 
примера и сравнении полученных результа-
тов с другими методами.
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JOINT CHANCE CONSTRAINTS CALCULATIONS IN THE 
PROBLEMS OF A OPTIMAL TECHNOLOGICAL SYSTEMS DESIGN

T. V. Lapteva, N. N. Ziatdinov, T. K. Nguen

Kazan National Research Technological Univercity

Annotation. Taking into account the uncertainty in the initial information in the formulation of 
chemical process optimization problems leads to the use of various forms of constraints repre-
senting the design requirements for the operation of the chemical process. The paper proposes a 
method to solve optimal chemical process design problems, taking into account joint chance prob-
abilistic constraints. The method is based on the use of piecewise linear approximation of the con-
straint functions in left parts of the joint constraints as well as objective function. Approximation 
of the constraints satisfaction region in the form of multidimensional parallelepipeds is used. This 
allows us to reduce the joint chance constraints to a set of separate deterministic constraints and 
provide their computability, as well as less time to get a problem solution. The used approximations 
are made more exact by uncertainty region and the multidimensional parallelepipeds partitioning.
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