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ВВЕДЕНИЕ 

Данная работа является расширенным 
вариантом материалов докладов, представ-
ленных на LXXII научную конференцию «Не-
которые актуальные проблемы современной 
математики и математического образования. 
Герценовские чтения-2019» [1] и XII Между-
народную научную конференцию «Современ-
ные методы прикладной математики, теории 
управления и компьютерных технологий» 
(ПМТУКТ-2019) [2]. 

С помощью метода обобщённых инте-
гральных соотношений А. А. Дородницына 
[3] для систем дифференциальных уравнений 
в частных производных (ДУЧП), описываю-
щих ламинарные пограничные слои (ЛПС), 
на участке управления для проницаемых ци-
линдрических и сферических поверхностей 
гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА) 

в [4, 5] получены аппроксимирующие систе-
мы обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ). 

В данной работе, продолжающей исследо-
вание свойств математической модели ЛПС 
электропроводящего газа на проницаемых 
цилиндрических и сферических поверхно-
стях ГЛА [4–9], рассматривается влияние (на 
всём участке управления [10]) следующего со-
четания управляющих воздействий: линейно 
возрастающего вдува, линейно возрастаю-
щего температурного фактора и постоянно-
го магнитного поля: 

1) на параметры математической модели 
ЛПС 0 ( )xθ , 1( )xθ , 0 ( )xω , 1( )xω ; 

2) на локальные характеристики тепло-
массообмена и трения ( )q x , ( )f x . 

Являясь продолжением [8, 9], данная ста-
тья сохраняет введённые в них обозначения. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим следующую прямую задачу [7]: 
( , , ) ( , , ; , , )wm s q f Q F Nτ η→ .        (1)

По заданным управлениям: ( )m x  – вдуву в 
ЛПС, где [0;1]x X∈ = , а ось x  направлена 
вдоль контура тела; 

0
( ) ( )w w ex T x Tτ =  – тем-

пературному фактору, где ( )wT x  – темпера-
тура стенки, а 

0eT  – температура в точке тор-
можения 0 0x =  потока; 2

0( ) ( )s x B xσ=  – маг-
нитному полю требуется рассчитать параме-
тры 0 ( ; , , )wx m sθ τ , 1( )θ  , 0 ( )ω  , 1( )ω   мате-
матической модели ЛПС [5, 7] для случаев 
обтекания боковой поверхности кругового 
цилиндра и поверхности сферического носка. 
Для нахождения параметров 0 1, ,θ ω  ЛПС 
применяется объединённая аппроксимиру-
ющая система ОДУ (5)–(8) [7] с начальными 
условиями, полученными из объединённой 
нелинейной алгебраической системы (10)–
(13) [7]. После этого определяются локальный 
тепловой поток ( ; , , )wq x m sτ ; локальное на-
пряжение трения ( ; , , )wf x m sτ ; локальная 
мощность системы, обеспечивающей вдув 

( ; , , )wx m sη τ ; интегральные характеристики 
Q, F , N . 

Пусть фиксированы значения неизменяе-
мых параметров: 

число Маха [10;40]M∞ ∈ ,           (2)
высота полёта [10;30]H ∈  [ ]êì ,      (3)

радиус тела [0,1;1]R∈  [ ]ì .           (4)
Пусть диапазоны изменения управляю-

щих параметров ограничены: 
[0;1]cm M∈ = ,                     (5)

[0,15;0,9]c
w Tτ ∈ = ,                 (6)

4[0;5 10 ]cs S∈ = ⋅  [ / ( )]⋅Òë Îì ì .      (7)
Далее индекс “w” параметра wτ  и размер-

ность [ / ( )]⋅Òë Îì ì  параметра s  опущены. 
Линейный вдув ( )m x , определяемый за-

коном (8) [8] 
( ) ( )0 1; ,m x m x m m= =

( )0 1 01m x m x m m x′= ⋅ − + ⋅ = + ⋅ ,       (8)

где 0m , 1
cm M∈ , 1 0m m m′ = − , назовём [1] воз-

растающим (для 0m′ > ) или убывающим (для 
0m′ < ) слабо при ( )0;0,3m′ ∈ , умеренно при 
[ )0,3;0,7m′ ∈ , сильно при [ ]0,7;1m′ ∈ . 

Линейный температурный фактор ( )xτ , 
определяемый законом(8) [9] 

( ) ( )0 1; ,x xτ τ τ τ= =

( )0 1 01 x x xτ τ τ τ ′= ⋅ − + ⋅ = + ⋅ ,         (9)

где 0τ , 1
cTτ ∈ , 1 0τ τ τ′ = − , назовём [1] возрас-

тающим (для 0τ ′ > ) или убывающим (для 
0τ ′ < ) слабо при ( )0;0,25τ ′ ∈ , умеренно при 
[ )0,25;0,5τ ′ ∈ , сильно при [ ]0,5;0,75τ ′ ∈ . 

Обозначим 
{ }05 0;0,05; ;1d cM M= ⊂ ,          (10)

{ }25 050;0,25;0,5;0,75;1d dM M= ⊂ ,    (11)

{ }25 250, 25;0,5;0,75d dM M′ = ⊂ ,       (12)

{ }05 0,15;0,2; ;0,9d cT T= ⊂ ,        (13)

{ }15 050,15;0,3; ;0,9d dT T= ⊂ ,        (14)

{ }15 150,15;0,45;0,6d dT T′ = ⊂ .         (15)
Вычислительные эксперименты для удоб-

ства сравнения с [4, 6, 8, 9] выполнены для 
воздуха в атмосфере Земли при 10H = [км], 

10M∞ = , 0,1R =  [м]. 
На левой половине рис. 1 представлены 

линейно возрастающие ( 0 1m m< ) вдувы (8) с 
0m , 1 25

dm M∈ ; на правой половине – линейно 
возрастающие ( 0 1τ τ< ) температурные факто-
ры (9) с 0τ , 1 15

dTτ ∈ , обозначенные с помощью 
заглавных букв латинского алфавита от “A” до 
“J” и от “K” до “Y”, соответственно. 

В [1, 2, 8, 9] линейные законы ( )m x  и ( )xτ  
обозначались упорядоченными парами строч-
ных букв (элементам множества 05

dM  соответ-
ствовали буквы от “a” до “u”, а элементам 

05
dT  – буквы от “d” до “s”). Например, закон “B” 

с 0 0, 25m = , 1 0,5m =  обозначался “fk”, а закон 
“V” с 0 0, 45τ = , 1 0,9τ =  обозначался “js”. 

Результаты вычислительных эксперимен-
тов при ( )1 0 25

dm m M ′− ∈  и ( )1 0 15
dTτ τ ′− ∈  для 

0 1, ,θ ω  представлены на рис. 2–10, для ( )q x , 

Рис. 1. Законы ( )m x  и ( )xτ
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( )f x  – на рис. 11–19. Распределение случаев 
сочетания законов управления по рисункам 
указано в табл. 1. 

Таблица 1
| |τ ′

| |m′
0,15 0,45 0,6

K…O T…V W,X
0,25 A…D рис.2,11 рис.3,12 рис.4,13
0,5 E…G рис.5,14 рис.6,15 рис.7,16

0,75 H,I рис.8,17 рис.9,18 рис.10,19

2. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Утверждение 1. В условиях (2)–(7) для 
{ }0;1k∈  и любой постоянной cs C S≡ ∈  в слу-

чае применения (8), (9) для любых 0m , 0m , 1m , 
1

cm M∈  и 0τ , 1
cTτ ∈  если 

0 1m m≤ , 0 1m m≤ ,                (16)

0 1τ τ≤                           (17)
и выполнены условия (9), (10) [8] подчинения 
параметров: 

0 0m m≤ ,                        (18)

1 1m m≤ ,                         (19)
то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ≤ ,    (20)

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ≤     (21)

для всех x X∈ . 
Утверждение 2. В условиях (2)–(7) для 
{ }0;1k∈  и любой постоянной cs C S≡ ∈  в слу-

чае применения (8), (9) для любых 0m , 1
cm M∈  

и 0τ , 0τ , 1τ , 1
cTτ ∈  если 

0 1m m≤ ,                         (22)

0 1τ τ≤ , 0 1τ τ≤                    (23)
и выполнены условия (9), (10) [9] подчинения 
параметров: 

0 0τ τ≤ ,                         (24)

1 1τ τ≤ ,                          (25)
то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ≥ ,    (26)

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ≥     (27)

для всех x X∈ . 

Рис. 2. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,25m′ = +  и 0,15τ ′ = +
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Рис. 3. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,25m′ = +  и 0,45τ ′ = +

Рис. 4. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,25m′ = +  и 0,6τ ′ = +

Рис. 5. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,5m′ = +  и 0,15τ ′ = +
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Рис. 6. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,5m′ = +  и 0,45τ ′ = +

Рис. 7. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,5m′ = +  и 0,6τ ′ = +

Рис. 8. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,75m′ = +  и 0,15τ ′ = +
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3. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ 
ТЕПЛОМАССООБМЕНА И ТРЕНИЯ 

Утверждение 3. В условиях (2)–(7) для лю-
бой постоянной cs C S≡ ∈  в случае примене-
ния (8), (9) для любых 0m , 0m , 1m , 1

cm M∈  и 0τ , 
1

cTτ ∈  если выполнены условия (16)–(19), то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ≥      (28)

для всех x X∈ . 
Утверждение 4. В условиях (2)–(7) для лю-

бой постоянной cs C S≡ ∈  в случае примене-
ния (8), (9) для любых 0m , 1

cm M∈  и 0τ , 0τ , 1τ , 
1

cTτ ∈  если выполнены условия (22)–(25), то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ≤      (29)

для всех x X∈ . 

Рис. 9. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,75m′ = +  и 0,45τ ′ = +

Рис. 10. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,75m′ = +  и 0,6τ ′ = +

Рис. 11. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,25m′ = +  и 0,15τ ′ = +

Рис. 12. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,25m′ = +  и 0,45τ ′ = +
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Рис. 13. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,25m′ = +  и 0,6τ ′ = +

Рис. 14. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,5m′ = +  и 0,15τ ′ = +

Рис. 15. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,5m′ = +  и 0,45τ ′ = +

Рис. 16. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,5m′ = +  и 0,6τ ′ = +

Рис. 17. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,75m′ = +  и 0,15τ ′ = +

Рис. 18. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,75m′ = +  и 0,45τ ′ = +



60 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2019, № 3

Г. Г. Бильченко, Н. Г. Бильченко

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе изучено влияние на пара-
метры математической модели ламинарного 
пограничного слоя 0 ( )xθ , 1( )xθ , 0 ( )xω , 1( )xω  и 
на локальные характеристики тепломассооб-
мена и трения ( )q x , ( )f x  одного из сочета-
ний наиболее простых представителей класса 
монотонных функций – линейно возрастаю-
щего вдува и линейно возрастающего тем-
пературного фактора. 

Полученные результаты вычислительных 
экспериментов могут быть использованы в 
качестве моделей наблюдаемых данных в зада-
чах синтеза эффективного управления как на 
всём участке [10], так и на его фрагментах [11]. 

Анализ влияния сочетаний линейных 
управлений, содержащих убывающие зако-
ны, на параметры математической модели 
ламинарного пограничного слоя и на локаль-
ные характеристики тепломассообмена и тре-
ния,  также, как и анализ влияния сочетания 
линейно возрастающего вдува и линейно воз-
растающего температурного фактора на об-
ласть значений функционалов гиперзвуковой 
аэродинамики является предметом отдельно-
го исследования. 
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ANALYSIS OF THE INFLUENCE OF LINEAR INCREASING 
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Annotation. The properties of mathematical model of heat and mass transfer and friction control 
in laminar boundary layer on permeable cylindrical and spherical surfaces of hypersonic aircraft 
are investigated. The case of application of a combination of linear increasing blowing, linear in-
creasing temperature factor and constant magnetic field for the entire segment of control is consid-
ered. The dependences of mathematical model parameters, local heat and mass transfer and fric-
tion characteristics on controls are obtained. The computational experiments results are presented.
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