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Аннотация. Данная статья посвящена исследованию аддитивных генераторов в форме 
дробно-линейных функций. Показано, что композиции возрастающих и/или убывающих 
генераторов также являются генераторами. Для каждого случая найдены соответствующие 
треугольные нормы или конормы. Установлено, что треугольные нормы и конормы, полу-
ченные на основе дробно-линейных функций, а также двойственные им имеют одинаковую 
структуру.
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ВВЕДЕНИЕ

Одной из основных проблем нечетко-
го моделирования является формализация 
семантических связок «и» и «или». Предло-
женные первоначально Л. Заде операции min 
и max по-прежнему часто используются в 
современных разработках по нечетким при-
кладным системам, поскольку их физических 
смысл вполне очевиден, а алгебра, построен-
ная на основе этих операций, с математиче-
ской точки зрения имеет хорошие характе-
ристики. Важнейшим достижением является 
аксиоматический подход, результатом кото-
рого стало появления треугольных норм и 
конорм [1–3]. Они возникли как естествен-
ное обобщение классического «неравенства 
треугольника» при рассмотрении вероят-
ностных метрических пространств [4]. Даль-
нейшее развитие теории треугольных норм и 
конорм связано с функциональными уравне-
ниями, которые порождают различные пред-
ставления нечетких операций, в частности, с 
помощью аддитивных и мультипликативных 
генераторов. Аддитивный генератор позво-
ляет перейти к аддитивной форме операции, 
и такое представление связано со свойством 
ассоциативности бинарных операций. Наи-
более известные параметрические семейства 
треугольных норм и конорм и соответствую-

щие им аддитивные генераторы можно най-
ти в [2, 5]. Некоторые из них представлены 
в табл. 1. Современные исследования каса-
ются решения ряда проблем [6], связанных 
с различными обобщениями и модификаци-
ями такого представления, в том числе, для 
специальных классов нечетких операций; с 
выявлением взаимосвязи свойств аддитив-
ного генератора и алгебраических свойств 
треугольных норм и конорм; с формировани-
ем правил или процедур для восстановления 
аддитивных генераторов для заданной нечет-
кой операции. 

Заметим, что многочисленный класс не-
четких операций составляют те, которые 
представимы симметричными рациональны-
ми функциями вида

( ) ( )
( )

0 1 2

0 1 2

,
a a x y a xy

F x y
b b x y b xy
+ + +

=
+ + +

.         (1)

Введем необходимые определения, бази-
руясь на [1,5].

Треугольной нормой называется монотон-
ная, коммутативная и ассоциативная бинар-
ная операция [ ] [ ]2: 0,1 0,1T → , такая что для 
любого x X∈  выполняется ( ) ( ),1 1,T x T x x= = .

Треугольной конормой называется двой-
ственная к треугольной норме T  операция

[ ] [ ]2: 0,1 0,1S → , для которой имеют место 
свойства коммутативности, ассоциативно-
сти, монотонности, а также свойство 
( ) ( ),0 0,S x S x x= = .
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Треугольная норма моделирует операции 
типа умножения (пересечение нечетких мно-
жеств, конъюнкция), а конорма – операции 
типа сложения (объединение нечетких мно-
жеств, дизъюнкция). Системы [ ]0,1 , ,T ≤  и 
[ ]0,1 , ,S ≤  являются абелевыми полугруппа-

ми с нейтральным элементом 0 и 1 соответ-
ственно и отношением порядка ≤.

Среди треугольных норм и конорм выде-
ляют класс архимедовых операций. 

Норма T  называется архимедовой, если 
для всех x X∈  выполняется неравенство 
( ),T x x x< . С учетом двойственности, анало-

гичное неравенство для треугольной конор-
мы имеет вид ( ),S x x x> .

Известно, что любую архимедову треу-
гольную норму T  можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( )( )1,T x y t t x t y−= + ,             (2)
где [ ]: 0,1t →  – убывающая, непрерывная 
функция, такая, что ( )1 0t =  и называемая 
убывающим генератором.

Для архимедовых треугольных конорм 
имеет место аналогичное представление

( ) ( ) ( ) ( )( )1,S x y s s x s y−= + ,            (3)
где [ ]: 0,1s →  – непрерывная, возрастаю-
щая функция со свойством ( )0 0s = , называе-
мая возрастающим генератором.

В формулах (2) и (3)  функции ( )1t −  и ( )1s −  – 
псевдообратные функции.

Убывающий t  и возрастающий s  генера-
торы называются аддитивными. Важно, что 
аддитивные генераторы определяются с точ-
ностью до положительной мультипликатив-
ной константы, т. е. если функция ϕ  является 
аддитивным генератором, то функция c ϕ⋅  
для 0c >  также является аддитивным генера-
тором [5]. Важно, что константа c  не влияет 
на определение соответствующей треуголь-
ной нормы или конормы [2].

Характеристика основных классов адди-
тивных генераторов – одна из наиболее важ-
ных проблем функционального представле-
ния нечетких операций [6]. Заметим, что 
единой процедуры для построения аддитив-
ного генератора заданной треугольной нор-
мы или конормы не существует. Однако для 
некоторых классов треугольных норм и ко-
норм такие подходы предлагаются (напри-
мер, [7, 8]). В [9, 10] определены типы адди-
тивных генераторов для класса треугольных 
норм и конорм, представимых функциями 
вида (1), т. е. отношением двух многочленов 
или, в частном случае, многочленом, в кото-
рые переменные входят не выше, чем в пер-
вой степени. В [11] исследуются генераторы в 

Таблица 1
Треугольные нормы и конормы

( ),T x y ( ),S x y

( ) ( ), min ,MT x y x y= ( ) ( ), max ,MS x y x y=

( ),PT x y xy= ( ),PS x y x y xy= + −

( ) ( ), max 0, 1 ,= + −LT x y x y  ( ) 1Lt x x= −  ( ) ( ), min 1, ,= +LS x y x y  ( )Ls x x=  

( )0 , ,=
+ −

xyT x y
x y xy  ( )0

1 xt x
x
−

=  ( )1
2, ,

1−

+ −
=

−
x y xyS x y

xy  
( )1 1

xs x
x− =

−  

( ) ( )( )
, ,

1α α α
=

+ − + −
xyT x y

x y xy  
0α > ( ) ( )1

, ,
1β

β
β

− + +
=

+
xy x y

S x y
xy  

1β > −

( ) ( )( )
,

1H
xyT x y

h h x y xy
=

+ − + −
, 0h > ( ) ( )

( )
2

, ,
1

+ + −
=

+ −H

x y h xy
S x y

h h xy  
0h >

( ) ( )( )( ), max 0, 1 1 1T x y x y x yλ λ= + − − − − , 1λ > − ( ) ( ), min 1,S x y x y xyλ λ= + + , 1λ > −

( ) 1, max 0, ,
1

+ + − =  + 
w

x y wxyT x y
w  

1w > − ( ), min 1, ,
1

 = + − − 
w

wS x y x y xy
w  

1w > −
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форме дробно-линейных функций – LFAG. 
Определены ограничения, при выполнении 
которых дробно-линейная функция общего 
вида является убывающим или возрастаю-
щим LFAG-генератором. Предложен новый 
класс треугольных норм и конорм, который 
обобщает все существующие нечеткие опера-
ции, которые можно получить с помощью ге-
нераторов данного типа. 

Цель статьи заключается в представлении 
результатов, касающихся композиции адди-
тивных генераторов из класса LFAG. В разде-
ле 1 представлены общие теоретические све-
дения о дробно-линейных функциях. Сфор-
мулированы теоремы о необходимых и до-
статочных условиях существования треу-
гольной нормы и конормы для возрастающе-
го и убывающего генераторов в форме LFAG. 
В разделе 2 представлен ряд утверждений, 
касающихся композиции LFAG-генераторов, 
определены соответствующие треугольные 
нормы и конормы. 

1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

1.1. Общие сведения о дробно-линейных 
функциях

Функция ( ) ax bx
cx d

ϕ +
=

+
, где , , ,a b c d  – кон-

станты, удовлетворяющие условию 0ad dc− ≠ , 
называется дробно-линейной функцией, а осу-
ществляемое ею отображение ϕ  – дробно-ли-
нейным отображением. 

Функции ϕ  соответствует матрица коэф-

фициентов вида 
a b

M
c dϕ
 

=  
 

.

Под тождественной функцией понимает-
ся функция вида ( )E x x= , при этом 

1 0
0 1EM  

=  
 

. Соответствующее отображение 

называется тождественным. 
Для любой дробно-линейной функции ϕ , 

удовлетворяющей условию 0ad dc− ≠ ,  мож-
но определить обратную дробно-линейную 
функцию 

( )1 dx bx
cx a

ϕ− −
=
− +

,

для которой также выполняется условие 
0ad dc− ≠ , при этом ( )( )1

1
M ad bc Mϕϕ−

−
= − .

Композицией дробно-линейных функций ϕ  
и ψ  называется функция, получаемая последо-
вательным применением к x сначала отобра-
жения ψ , а затем ϕ , т. е. ( )( ) ( )( )x xϕ ψ ϕ ψ= .

Пусть ( ) ax bx
cx d

ϕ +
=

+
 и ( ) mx nx

px t
ψ +

=
+

 – 
дробно-линейные функции, для которых 

0ad bc− ≠  и 0mt pn− ≠  соответственно, тогда

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
am bp x an bt

x x
cm dp x cn dt

ϕ ψ ϕ ψ
+ + +

= =
+ + +



. (4)

Таким образом, композиция дробно-ли-
нейных функций является дробно-линейной 
функцией, а, следовательно, множество всех 
дробно-линейных функций замкнуто отно-
сительно операции композиции. Последо-
вательное выполнение произвольного числа 
дробно-линейных отображений также сво-
дится к дробно-линейному отображению.

Поставим в соответствие функции 
( ) ax bx

cx d
ϕ +

=
+

 матрицу коэффициентов вида 

a b
M

c dϕ
 

=  
 

, а функции ( ) mx nx
px t

ψ +
=

+
 – ма-

трицу 
m n

M
p tψ

 
=  
 

, тогда матрица

am bp an bt
M M

cm dp cn dtϕ ψ

+ + 
⋅ =  + + 

определяет коэффициенты дробно-линейной 
функции ( )ϕ ψ , что соответствует форму-
ле (4). 

Так как умножение матриц в общем слу-
чае не является коммутативной операцией, то 
и композиция дробно-линейных функций не 
коммутативна. С другой стороны, легко про-
верить, что композиция является ассоциа-
тивной операцией. Множество всех дроб-
но-линейных функций с коэффициентами, 
удовлетворяющими условию 0ad dc− ≠ , об-
разует группу относительно операции компо-
зиции.

В [9] доказано, что аддитивный генера-
тор в форме дробно-линейной функции 
( ) ax bx

cx d
ϕ +

=
+

 порождает коммутативную и 
ассоциативную операцию F  вида (1) с коэф-
фициентами

2
0a bd= , 2

1a ad= , 2
2 2a adc bc= − ,

2
0 2b ad bcd= − , 2

1b bc= − , 2
2b ac= − .    (5)
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1.2. Генераторы в форме дробно-линей-
ных функций [11]

Установлено, что возрастающий генера-
тор LFAG  имеет вид  

( ) mxx
rx l

ϕ↑ =
+

,                          (6)

причем ( )0 0ϕ↑ = , где 0, 0m l> ≥ .
Заметим, что, формула (6) отличается от 

константы, если 0,l ≠  0r =  или 0,l ≠  0r ≠ . 
При 0r =  из (6) получим функцию 
( ) mx x

l
ϕ↑ = . Так как 0m > , 0l > , то 0m

l
> , и 

данная функция возрастает на [ ]0,1 . Отбра-
сывая положительную константу, получим 
известный аддитивный генератор Ms  (табл. 1). 
Рассмотрим второй случай. Функция (6) име-
ет вертикальную асимптоту lx

r
= −  и гори-

зонтальную асимптоту my
r

= . Установлено, 
что данная функция является непрерывной и 
возрастающей на [ ]0,1  при выполнении од-
ного из следующих условий, определяющих 
положение асимптот:

а) 
0,

0;

l
r

m
r

− <

 >


      b) 
1,

0.

l
r

m
r

− ≥

 <


Анализ этих условий позволяет сформу-
лировать следующее  

Утверждение 1. Функция ( ) mxx
rx l

ϕ↑ =
+

, 
где 0m > , является возрастающим генерато-
ром при выполнении одного из следующих 
условий: а) , 0l r >  или b) [ )0, ,r l r< ∈ − ∞ . 

Разделив числитель и знаменатель функ-
ции (6)  на l , а затем отбрасывая положитель-
ную константу m

l
, получим функцию вида

( )
1

xs x
xρ ρ

=
+

,                        (7)

где 1x
ρ

≠ − , r
l

ρ = .

Имеет место следующее
Утверждение 2. Треугольная конорма 

представима в виде

( ) 2

2, min 1,
1

x y xyS x y
xyρ
ρ

ρ
 + +

=  − 
         (8)

тогда и только тогда, когда возрастающий ге-
нератор имеет вид (7), где ( ]1,1ρ ∈ − .

На рис. 1 представлены графики функций 
sρ  и Sρ . Видно, что при увеличении ρ  по-
верхность Sρ  все более прижимается к верх-
ней грани единичного куба.

Аналогичные результаты имеют место для 
убывающего генератора, который имеет вид 

( ) ( )1u x
x

vx w
ϕ↓

−
=

+
,                    (9)

где wx
v

≠ − , 0u <  и 0v w+ > .
Заметим, что условие ( )1 0ϕ↓ =  выполня-

ется, при этом целесообразно рассматривать 
следующие случаи, при которых функция (9) 
имеет смысл: 

а) 0, 0v w= ≠ ;
b) 0, 0v w≠ = ;
с) 0, 0v w≠ ≠ .
В случае a) в рамках предположения 0w >  

имеем положительную константу u
w

 − 
 

, от-
брасывая которую, получим известный гене-
ратор Lt  (табл. 1). В случае b) при 0v >  также 

имеем положительную константу u
v

 − 
 

. От-
брасывая ее, получим известный генератор 0t  
(табл. 1). Анализ случая c) позволил сформу-
лировать следующее

Утверждение 3. Функция ( ) ( )1u x
x

vx w
ϕ↓

−
=

+
, 

где wx
v

≠ − , при 0u <   является убывающим 
генератором, если 0w ≥   и ( ),v w∈ − ∞ . 

Разделив числитель и знаменатель функ-
ции (9) на w  и отбрасывая положительный 

множитель u
w

 − 
 

, перейдем к функции вида

( ) 1
11

xt x
x

τ

τ

−
=

+
,                       (10)

где w
v

τ = . 

Имеет место следующее
Утверждение 4. Треугольная норма пред-

ставима в виде

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 1 2
, max 0,

2
x y xy

T x y
x y xyτ

τ τ
τ τ

 + − + + =  
+ + + −  

(11)

тогда и только тогда, когда убывающий гене-
ратор имеет вид (10), где ( ) ( ), 2 0,τ ∈ −∞ − ∪ ∞ .

На рис. 2 представлены графики функций 
tτ  и Tτ  при различных значениях параметра τ . 
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Заметим, что графики функций для 2τ >  со-
впадают, причем даже при существенном уве-
личении τ  поверхность меняется очень мед-
ленно. Для 0τ =  операция проектирования 
не требуется.

В [11] определены условия, при выполне-
нии которых треугольная конорма (8) и треу-
гольная норма (11) являются двойственными 
(в смысле закона де Моргана)  относительно 
операции стандартного отрицания 1 x− . Так-
же определены все взаимосвязи с существую-
щими классами нечетких операций, для кото-
рых аддитивный генератор представляется в 
форме дробно-линейной функции. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Утверждение 5. Пусть ( ) 1

1 1

m xx
r x l

ϕ↑ =
+

 

1

1

lx
r

 
≠ − 

 
 и ( ) 2

2 2

m xx
r x l

ψ↑ =
+

 2

2

lx
r

 
≠ − 

 
 – воз-

растающие генераторы, параметры которых 
удовлетворяют следующим условиям: 

1 2, 0m m > ; 1 10, 0r l> >  или 1 1 10,r l r< ≥ − ; 
2 20, 0r l> >  или 2 2 20,r l r< ≥ − . Тогда при 
1 2 1 2 1 2r m l r l l+ ≥ −  их композиция ϕ ψ↑ ↑ , опре-

деляемая формулой 
( )( ) ( )( )

( )
1 2

1 2 1 2 1 2

,

x x

m m x
r m l r x l l

ϕ ψ ϕ ψ↑ ↑ ↑ ↑= =

=
+ +



           (12)

где 1 2

1 2 1 2

l lx
r m l r

≠ −
+

, также является возраста-

ющим генератором. Если также выполняется 
условие  1 2 1 2 1 2r m l r l l+ ≤ , то существует треу-
гольная конорма вида

1ρ = − 0.5ρ = − 0ρ =

0.5ρ = 0.99ρ = { }1, 0.5, 0, 0.5,1ρ ∈ − −
Рис. 1. Графики функций sρ  и Sρ  при различных значениях параметра ρ  
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( ) ( ) ( )
1 1 2 2, ; ,

1 2 1 2

1 2
2

1 1 2

1 2

, ,

2
min 1, .

1

l r l rS x y S x y

r m l rx y xy
l l

r l r xy
l l

ϕ ψ↑ ↑
= =

 + + +
 =  

 + −     



       (13)

Доказательство. По формуле (4) составим 
композицию ( )( )xϕ ψ↑ ↑ = ( )( )xϕ ψ↑ ↑= = 

( )
1 2

1 2 1 2 1 2

m m x
r m l r x l l

=
+ +

. Известно, что компози-

ция возрастающих функций есть возрастаю-
щая функция. Кроме того, условие 
( )( )0 0ϕ ψ↑ ↑ =  выполняется. Определим, 
при каких ограничениях на коэффициенты 
функция (12) является непрерывной. Функ-
ция (12) имеет вертикальную асимптоту 

1 2

1 2 1 2

l lx
r m l r

= −
+

 и горизонтальную асимптоту 

1 2

1 2 1 2

m my
r m l r

=
+

. Чтобы на [ ]0,1  возрастала пра-

вая ветвь графика функции ϕ ψ↑ ↑ , должны 
выполняться следующие условия: 

1 2

1 2 1 2

0l l
r m l r

− <
+

 и 1 2

1 2 1 2

0m m
r m l r

>
+

. Так как 

1 2 0m m > , 1 2 0l l > , то получим неравенство 
1 2 1 2 0r m l r+ > .  Чтобы на [ ]0,1  возрастала левая 

ветвь графика функции ϕ ψ↑ ↑ , должны вы-

полняться условия: 1 2

1 2 1 2

1l l
r m l r

− ≥
+

 и 
1 2

1 2 1 2

0m m
r m l r

<
+

. В этом случае из второго нера-

венства следует, что 1 2 1 2 0r m l r+ < , тогда с уче-
том первого неравенства имеем 

1 2 1 2 1 2 0l l r m l r− ≤ + < . Объединяя результаты, 
получим, что при 1 2 1 2 1 2r m l r l l+ ≥ −  компози-
ция (12) является возрастающим генерато-
ром. Если ввести обозначение 1 2 1 2

1 2

r m l r
l l

ρ +
=  и 

10τ = − 2τ = − 0τ =

5τ = 10τ = { }0.5, 2, 10,10, 2, 0.5, 0.1τ ∈ − − −
Рис. 2. Графики функций tτ  и  Tτ при различных значениях параметра τ
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отбросить в (12) положительную константу 
1 2

1 2

m m
l l

, то получим семейство генераторов sρ . 

В соответствии с утверждением 2 имеем 
( ]1,1ρ ∈ − , а, следовательно,  получим нера-

венство 1 2 1 2

1 2

1 1r m l r
l l
+

− < ≤ , которое равно-

сильно неравенству 1 2 1 2 1 2 1 2l l r m l r l l− < + ≤ . Тре-
угольная конорма Sϕ ψ↑ ↑

 может быть получена 
как на основе формул (5), так и на основе 
утверждения (3) с учетом определения пара-
метра ρ . 

Пример 1. Рассмотрим возрастающие ге-

нераторы ( ) 2
3 1

xx
x

ϕ =
+

 и ( )
2

xx
x

ψ =
−

. Здесь 

1 2,m =  1 3,r =  1 1l = ; 2 1,m =  2 1,r = −  2 2l = . Под-
ставляя значения коэффициентов, получим 
верное неравенство 1 2 1 2 1 2r m l r l l+ ≥ −  ( )2 2> − , 
поэтому композиция ( )( )xϕ ψ↑ ↑ =  

( )( )xϕ ψ↑ ↑= =
1

x
x

=
+

 является возрастающим 
генератором. По формуле (8) для 2ρ =  най-
дем соответствующую треугольную конорму 

( ),S x yϕ ψ↑ ↑
=



2min 1,
1

x y xy
xy

 + +
=  − 

. На рис. 3 

представлены графики генераторов ,ϕ↑  ,ψ↑  
ϕ ψ↑ ↑  и поверхность Sϕ ψ↑ ↑

.

Утверждение 6. Пусть ( ) ( )1

1 1

1u x
x

v x w
ϕ↓

−
=

+
 

1

1

wx
v

 
≠ − 

 
 – убывающий генератор при 1 0u <  

и выполнении одного из условий а) 1 0,w >  
( )1 1,0v w∈ −  или b) 1 0,v >  1 0w ≥ ; 

( ) ( )2

2 2

1u x
x

v x w
ψ↓

−
=

+
 2

2

wx
v

 
≠ − 

 
 – убывающий 

генератор при 2 0u <  и выполнении одного из 
условий с) 2 0,w >  ( )2 2 ,0v w∈ −  или d) 2 0,v >  

2 0w ≥ . Тогда при 2 2u w= −  их композиция 

( )( ) ( )
( ) ( )

1 2 2

2 1 1 2 2 1 1

u w v x
x

v w v w x w v w
ϕ ψ↓ ↓

− +
=

− + +
 , (14)

где ( )2 1 1

2 1 1 2

w v w
x

v w v w
+

≠ −
−

, является возрастающим 

генератором. Если, кроме того, 2 1

2 1

1 2v v
w w

− ≤ , 

то существует треугольная конорма вида

( ) ( )2

2 2

2
, min 1,

P x y PQxy
S x y

P Q xyϕ ψ↓ ↓

 + + =  −  


, (15)

где ( )2 1 1 ,P w w v= −  2 1 1 2Q v w v w= − .

Доказательство. На основе (4) составим 
композицию

а) График ϕ ψ↑ ↑  изображен сплошной линией b) Треугольная конорма Sϕ ψ↑ ↑

Рис. 3. Графики функций , ,ϕ ψ ϕ ψ↑ ↑ ↑ ↑  и Sϕ ψ↑ ↑
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( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2 1 2

u u u v x u u u w
x

v u v w x v u w w
ϕ ψ↓ ↓

− + − −
=

+ + − +


. (16)

Известно, что композиция убывающих 
функций есть возрастающая функция, тогда в 
(16) имеет место равенство 2 2u w= − . Сделав 
замену в (16), получим (14). Чтобы функция 
(14) была возрастающим генератором, долж-
ны выполняться следующие условия из 
утверждения 1: ( )1 2 2 0u w v− + > , ( )2 1 1 0w v w+ > , 

( )2 1 1 2 2 1 1v w v w w v w− ≥ − + . Анализ показывает, 
что при имеющихся ограничениях на параме-
тры генераторов ϕ↓  и ψ↓  данные условия вы-
полняются. Таким образом, если 2 2u w= − , то 
композиция ϕ ψ↓ ↓  убывающих генераторов 
есть возрастающий генератор. Разделив чис-
литель и знаменатель на ( )2 1 1w v w+  и отбро-

сив положительный множитель ( )
( )

1 2 2

2 1 1

u w v
w v w
− +

+
, 

приведем генератор (14) к виду sρ , где

( )
2 1 1 2

2 1 1

v w v w
w w v

ρ −
=

−
. В соответствии с утвержде-

нием 2 должно выполняться неравенство 

( )
2 1 1 2

2 1 1

1 1v w v w
w w v

−
− < ≤

−
, которое равносильно сле-

дующему неравенству ( )2 1 1w w v− − ≤ 
2 1 1 2v w v w≤ − ≤ ( )2 1 1w w v≤ − . Из полученного не-

равенства имеем следующее ограничение на 

параметры: 2 1

2 1

1 2v v
w w

− ≤ .

Пример 2. Рассмотрим убывающие генера-

торы ( ) ( )2 1
3

x
x

x
ϕ↓

− −
=

− +
 и ( ) ( )4 1

3 4
x

x
x

ψ↓

− −
=

− +
. 

Здесь 1 2,u = −  1 1,v = −  1 3w = − , 2 4,u = −  2 3,v = −  
2 4w = . Заметим, что 2 2 4u w= − = − , поэтому 

композиция ( )( ) 2
5 8

xx
x

ϕ ψ↓ ↓ =
− +

  является 

возрастающим генератором. На рис. 4а) пред-
ставлены графики ϕ↓, ψ↓, ϕ ψ↓ ↓ . Найдем 

2

2

3 ,
4

v
w

= −  1

1

1
3

v
w

= − . Неравенство 2 1

2 1

1 2v v
w w

− ≤ − 

3 11 2
4 3

 − − ≤ ⋅ − 
 

 истинно, поэтому треуголь-

ная норма существует и имеет вид 

( )
5

8, 251 256

x y xy
S x y

xy

+ −
=

−
 (рис. 4b)).

Утверждение 7. Пусть ( ) mxx
rx l

ϕ↑ =
+

 
lx
r

 ≠ − 
 

 – возрастающий генератор, где 

0,m >  0,l >  ( ) ( ),0 0,r l∈ − ∪ ∞ , 

( ) ( )1u x
x

vx w
ϕ↓

−
=

+
 wx

v
 ≠ 
 

 – убывающий гене-

а) График ϕ ψ↓ ↓  изображен сплошной линией b) Треугольная конорма, соответствующая Sϕ ψ↓ ↓

Рис. 4. Графики функций , ,ϕ ψ ϕ ψ↓ ↓ ↓ ↓  и Sϕ ψ↓ ↓
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ратор, где 0,u <  0,w >  ( ) ( ),0 0,v w∈ − ∪ ∞ , 
тогда их композиция

( )( ) ( )
( ) ( )

1mu x
x

ur vl x ur wl
ϕ ϕ↑ ↓

−
=

+ + − +
 ,   (17)

где ur wlx
ur vl
− +

≠ −
+

, является убывающим гене-
ратором, если 0ur wl− + >  и 

( ) ( ),0 0,ur vl ur wl+ ∈ − ∪ ∞ . Если при этом 
отрицательные значения ( )ur vl+  принадле-

жат только интервалу ,0
2

ur wl− 
 
 

, то суще-

ствует треугольная норма вида 
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

,

1 2
max 0, ,

2

T x y

P x y Q PQ xy

P PQ Q x y xy

ϕ ϕ↑ ↓
=

 + − + + =  
+ + + −  



 (18)

где ,P ur wl= − +  .Q ur vl= +
Доказательство. На основе (4) найдем 

композицию, которая имеет вид (17) и согла-
суется с представлением убывающего генера-
тора. Заметим, 0mu <  по условию. В соответ-
ствии с утверждением 3 для коэффициентов 
функции (17) должны выполняться следую-
щие ограничения на параметры: 0ur wl− + ≥  
и ( )( ),ur vl ur wl+ ∈ − − + ∞ . Разделим числи-
тель и знаменатель (17) на ( )ur wl− + . Отбро-

сив положительную константу mu
ur wl
−

− +
, 

можно заметить, что замена ur wl
ur vl

τ − +
=

+
 по-

зволяет перейти от (17) к генератору tτ . Сле-
довательно, можно использовать утвержде-
ние 4 для нахождения ограничений на 
параметры (17). Согласно им, должно выпол-
няться одно из следующих неравенств: 

0ur wl
ur vl
− +

>
+

 или 2ur wl
ur vl
− +

< −
+

. Первое нера-

венство имеет место, если 0ur vl+ > . Из вто-
рого неравенства при 0ur vl+ <  получим, что 

2
ur wlur vl − + + > − 

 
. Окончательно, получим, 

что если ( ),0 0,
2

ur wlur vl  − +  + ∈ − ∪ ∞    
, 

то существует треугольная норма в виде (18), 
которая соответствует генератору (17).

Пример 3. Рассмотрим возрастающий ге-

нератор ( )
4 3

xx
x

ϕ↑ =
−

 и убывающий генера-

тор ( ) 1
3 2

xx
x

ϕ↓

−
=

−
. Здесь 1,m =  3,r = −  4l = , 

1,u = −  2,v = −  3w = . Вычислим 9ur wl− + = , 
5ur vl+ = − . Заметим, что ( )5 9,0− ∈ − , поэто-

му композиция ( )( ) 1
9 5

xx
x

ϕ ϕ↑ ↓

−
=

−
  является 

убывающим генератором. Но треугольной 

нормы не существует, так как ,0
2

ur wl−  = 
 

 
( )4.5, 0= −  и ( )5 4.5, 0− ∈ − .

Утверждение 8. Пусть ( ) ( )1u x
x

vx w
ϕ↓

−
=

+
 

wx
v

 ≠ − 
 

 – убывающий генератор, где 0,u <  

0,w >  ( ),v w∈ − ∞ , ( ) mxx
rx l

ϕ↑ =
+

 lx
r

 ≠ − 
 

 – 

возрастающий генератор, где 0,m >  0,l >  
( ),r l∈ − ∞ , тогда их композиция 

( )( ) ( )
( )

1ul x
x

mv wr x wl
ϕ ϕ↓ ↑

−
=

+ +
            (19)

является убывающим генератором, если 
l r m+ = . Если, кроме того, 

( )( ) ( ),0 0,rv w v w
m

+ ∈ − + ∪ ∞ , то существует 

треугольная норма вида 
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

,

1 2
max 0, ,

2

T x y

P x y Q PQ xy

P PQ Q x y xy

ϕ ϕ↓ ↑
=

 + − + + =  
+ + + −  



 (20)

где ,P w wr Q v wr= − = + .
Доказательство. На основе (7) найдем 

композицию 

( )( ) ( )
( )
u m r x ul

x
mv wr x wl

ϕ ϕ↓ ↑

− −
=

+ +
 .       (21) 

Заметим, что композиция убывающей и 
возрастающей функций есть убывающая 
функция. Если в (21) положить m r l− = , то 
функция приводится к виду (19) и может рас-
сматриваться как убывающий генератор. 
Здесь 0ul < , 0wl > . В соответствии с утверж-
дением 3  должно выполняться неравенство: 
mv wr wl+ ≥ − . Легко показать, что оно эквива-
лентно следующему условию ( )( ) 0v w l r+ + ≥ , 
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которое всегда выполняется при существую-
щих ограничениях на коэффициенты. 

Найдем треугольную норму, которая со-
ответствует данному генератору. Если разде-
лить числитель и знаменатель (19) на wl , от-

бросить положительную константу u
w

 − 
 

, то 

получим генератор tτ , где wl
mv wr

τ =
+

. В соот-

ветствии с утверждение 4 для существования 
треугольной нормы должно выполняться 

ограничение ( ) ( ), 2 0,wl
mv wr

∈ −∞ − ∪ ∞
+

. Лег-

ко показать, что данное ограничение равно-

сильно следующему: ( ) 0rv w v w
m

− + < + <  

или 0rv w
m

+ > . Треугольная норма получает-

ся из формулы (11) при данном τ .
Пример 4. Рассмотрим генераторы 

( )
2

xx
x

ϕ↑ =
−

 и ( ) 1
3

xx
x

ϕ↑

−
=
− +

. Здесь 1,m =  

1,r = −  2l = , 1,u = −  1,v = −  3w = . Вычислим 

2v w+ = , 4rv w
m

+ = − . Так как 

2 1 1l r m+ = − = = , то существует убывающий 

генератор ( )( ) 1
2 3

xx
x

ϕ ϕ↓ ↑

−
=
− +

 . Однако, тре-

угольная норма не существует, так как 
rv w
m

+ =  ( ) ( )4 2,0 0,= − ∉ − ∪ ∞ .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование треугольных норм и ко-
норм в терминах их аддитивных генераторов 
лежит в основе ряда приложений, среди ко-
торых выделим следующие: конструирование 
различных нечетких алгебр; определение раз-
личных видов композиций нечетких отно-
шений и типов транзитивности; определение 
специальных операций над нечеткими числа-
ми на основе принципа обобщения; опреде-
ление операций агрегирования.

В статье представлены результаты иссле-
дования аддитивных генераторов в форме 
дробно-линейных функций. Известно, что се-
мейство дробно-линейных функций замкнуто 

относительно операции композиции. В рам-
ках статьи определены ограничения на пара-
метры, при выполнении которых композиции 
возрастающих и/или убывающих генераторов 
в форме дробно-линейных функций LFAG 
также являются генераторами из данного 
класса. В каждом случае определены соответ-
ствующие треугольные нормы и конормы. 
Установлено, что для данного класса генерато-
ров треугольные нормы и конормы имеют 
определенную структуру, формула которой в 
общем случае не сводится к известным семей-
ствам нечетких операций, а обобщает их.
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