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И ЛИНЕЙНО УБЫВАЮЩЕГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ФАКТОРА 

НА ПАРАМЕТРЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
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Аннотация. Исследуются свойства математической модели управления тепломассооб-
меном и трением в ламинарном пограничном слое на проницаемых цилиндрических и 
сферических поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов. Объединённые си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений, полученные методом обобщённых 
интегральных соотношений А. А. Дородницына для аппроксимации систем уравнений в 
частных производных, описывающих ламинарные пограничные слои на проницаемых ци-
линдрических и сферических поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов, приме-
няются в математической модели. Параметры математической модели в точке торможения 
потока определяются из объединённых систем нелинейных алгебраических уравнений. 
Вдув в пограничный слой, температурный фактор и магнитное поле используются в каче-
стве управлений.

Рассмотрен случай применения на всём участке управления сочетания линейно убы-
вающего вдува, линейно убывающего температурного фактора и постоянного магнитного 
поля. Для этого сочетания управлений: даётся постановка прямой задачи; изучено влияние 
на параметры математической модели и локальные характеристики тепломассообмена и 
трения; сформулированы соответствующие утверждения о подчинении. Проводится срав-
нение утверждений о подчинении для случая линейно убывающего вдува и линейно убы-
вающего температурного фактора с утверждениями, полученными ранее для других трёх 
комбинаций управлений. Получены зависимости параметров математической модели и 
локальных характеристик тепломассообмена и трения от управляющих воздействий. При-
ведены результаты вычислительных экспериментов. Даны рекомендации по применению 
результатов вычислительных экспериментов в качестве начальных данных в задачах синте-
за эффективного управления как для всего участка управления, так и для его фрагментов.
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ВВЕДЕНИЕ 

Данная работа является расширенным 
вариантом материалов докладов, представ-
ленных на LXXII научную конференцию «Не-
которые актуальные проблемы современной 
математики и математического образования. 
Герценовские чтения-2019» [1] и XII Между-
народную научную конференцию «Современ-
ные методы прикладной математики, теории 
управления и компьютерных технологий» 
(ПМТУКТ-2019) [2]. 

В ней продолжается исследование свойств 
математической модели ламинарного погра-
ничного слоя (ЛПС) электропроводящего газа 
на проницаемых цилиндрических и сфериче-
ских поверхностях гиперзвуковых летатель-
ных аппаратов (ГЛА) [4–9] из [3] — рассма-
тривается влияние (на всём участке управле-
ния [10] из [3]) следующего сочетания управ-
ляющих воздействий: линейно убывающего 
вдува, линейно убывающего температурно-
го фактора и постоянного магнитного поля: 

1) на параметры математической модели 
ЛПС 0 ( )xθ , 1( )xθ , 0 ( )xω , 1( )xω ; 

2) на локальные характеристики тепло-
массообмена и трения ( )q x , ( )f x . 

Являясь продолжением [3], данная статья 
сохраняет введённые в ней обозначения. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Прямая задача (1) [3] (с диапазонами изме-
нения неизменяемых параметров (2)–(4) [3] и 
диапазонами изменения управляющих пара-
метров (5)–(7) [3]) рассматривается для ли-
нейно убывающих вдувов (8) [3] и линейно 
убывающих температурных факторов (9) [3].

Вычислительные эксперименты (анало-
гично рассмотренным в [3]) выполнены для 
воздуха в атмосфере Земли при 10H =  [км], 

10M∞ = , 0,1R =  [м].
На левой половине рис. 1 представлены 

линейно убывающие 0 1( )m m>  вдувы (8) [3] с 

0m , 1 25
dm M∈ ; на правой половине — линейно 

убывающие 0 1( )τ τ>  температурные факто-
ры (9) [3] с 0τ , 1 15

dTτ ∈  (см. (11), (14) [3]), обо-

значенные с помощью заглавных букв латин-
ского алфавита от “A” до “J” и от “K” до “Y”, 
соответственно.

Результаты вычислительных эксперимен-
тов при ( )0 1 25

dm m M ′− ∈  и ( )0 1 15
dTτ τ ′− ∈  (см.

(12), (15) [3]) для 0 1, ,θ ω  представлены на 
рис. 2–10, для ( )q x , ( )f x  — на рис. 11–19. Рас-
пределение случаев сочетания законов управ-
ления по рисункам указано в табл. 1 [3].

2. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Утверждение 1. В условиях (2)–(7) [3] для 
{ }0;1k ∈  и любой постоянной cs C S≡ ∈  в слу-

чае применения (8), (9) [3] для любых 0m , 0m , 

1m , 1
cm M∈  и 0τ , 1

cTτ ∈  если 

0 1m m≥ , 0 1m m≥ ,                         (1)

0 1τ τ≥                                     (2)
и выполнены условия (18), (19) [3] подчинения 
параметров, то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ≤ ,     (3)

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ≤       (4)

для всех x X∈ .
Утверждение 2. В условиях (2)–(7) [3] для 
{ }0;1k ∈  и любой постоянной cs C S≡ ∈  в слу-

чае применения (8), (9) [3] для любых 0m , 
1

cm M∈  и 0τ , 0τ , 1τ , 1
cTτ ∈  если 

0 1m m≥ ,                               (5)

0 1τ τ≥ , 0 1τ τ≥                          (6)
и выполнены условия (24), (25) [3] подчинения 
параметров, то 

Рис. 1. Законы ( )m x  и ( )xτ  
[Fig. 1. Laws ( )m x  and ( )xτ ] 
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( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ≥ ,      (7)

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ≥       (8)
для всех x X∈ . 

 

Рис. 2. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,25m′ = −  и 0,15τ ′ = −

[Fig. 2. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,25m′ = −  and 0,15τ ′ = − ]

Рис. 3. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,25m′ = −  и 0,45τ ′ = −

[Fig. 3. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,25m′ = −  and 0,45τ ′ = − ]

Рис. 4. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,25m′ = −  и 0,6τ ′ = −

[Fig. 4. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,25m′ = −  and 0,6τ ′ = − ]
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Рис. 5. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,5m′ = −  и 0,15τ ′ = −

[Fig. 5. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,5m′ = −  and 0,15τ ′ = − ]

Рис. 6. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,5m′ = −  и 0,45τ ′ = −

[Fig. 6. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,5m′ = −  and 0,45τ ′ = − ]

Рис. 7. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,5m′ = −  и 0,6τ ′ = −

[Fig. 7. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,5m′ = −  and 0,6τ ′ = − ]
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Рис. 8. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,75m′ = −  и 0,15τ ′ = −

[Fig. 8. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,75m′ = −  and 0,15τ ′ = − ]

Рис. 9. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,75m′ = −  и 0,45τ ′ = −

[Fig. 9. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,75m′ = −  and 0,45τ ′ = − ]

Рис. 10. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  при 
0,75m′ = −  и 0,6τ ′ = −

[Fig. 10. Dependences 0 1( ), , ( )x xθ ω  for 
0,75m′ = −  and 0,6τ ′ = − ]
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 3. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ 
ТЕПЛОМАССООБМЕНА И ТРЕНИЯ 

Утверждение 3. В условиях (2)–(7) [3] для 
любой постоянной cs C S≡ ∈  в случае приме-
нения (8), (9) [3] для любых 0m , 0m , 1m , 1

cm M∈  
и 0τ , 1

cTτ ∈  если выполнены условия (1), (2) и 
условия  (18), (19) [3] подчинения параметров, 
то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ≥        (9)

для всех x X∈ . 
Утверждение 4. В условиях (2)–(7) [3] для 

любой постоянной cs C S≡ ∈  в случае приме-
нения (8), (9) [3] для любых 0m , 1

cm M∈  и 0τ , 

0τ , 1τ , 1
cTτ ∈  если выполнены условия (5), (6) и 

условия  (24), (25) [3] подчинения параметров, 
то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ≤     (10)

для всех x X∈ . 

 

Рис. 11. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,25m′ = −  и 0,15τ ′ = −

[Fig. 11. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,25m′ = −  and 0,15τ ′ = − ]

Рис. 12. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,25m′ = −  и 0,45τ ′ = −

[Fig. 12. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,25m′ = −  and 0,45τ ′ = − ]

Рис. 13. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,25m′ = −  и 0,6τ ′ = −

[Fig. 13. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,25m′ = −  and 0,6τ ′ = − ]

Рис. 14. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,5m′ = −  и 0,15τ ′ = −

[Fig. 14. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,5m′ = −  and 0,15τ ′ = − ]
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4. ВЫВОДЫ 

1. Сравнивая Утверждения 1–4 с Утвер-
ждениями 1–4 из [3-5], можно заметить, что 
условия (1), (5) убывания и условия (16), (22) 
[3] возрастания вдувов, а также условия (2), 
(6) убывания и условия (17), (23) [3] возраста-
ния температурных факторов можно исклю-
чить. Таким образом, Утверждения 1–4 вер-
ны для линейных вдувов и линейных темпе-
ратурных факторов.

2. Справедливо следующее 
Утверждение 5. В условиях (2)–(7) [3] для 
{ }0;1k ∈  и любой постоянной cs C S≡ ∈  в слу-

чае применения (8), (9) [3] для любых 0m , 0m , 

Рис. 15. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,5m′ = −  и 0,45τ ′ = −

[Fig. 15. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,5m′ = −  and 0,45τ ′ = − ]

Рис. 16. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,5m′ = −  и 0,6τ ′ = −

[Fig. 16. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,5m′ = −  and 0,6τ ′ = − ]

Рис. 17. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,75m′ = −  и 0,15τ ′ = −

[Fig. 17. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,75m′ = −  and 0,15τ ′ = − ]

Рис. 18. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,75m′ = −  и 0,45τ ′ = −

[Fig. 18. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,75m′ = −  and 0,45τ ′ = − ]

Рис. 19. Зависимости ( )q x  и ( )f x  при 
0,75m′ = −  и 0,6τ ′ = −

[Fig. 19. Dependences ( )q x  and ( )f x  for 
0,75m′ = −  and 0,6τ ′ = − ]
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1m , 1
cm M∈  и 0τ , 0τ , 1τ , 1

cTτ ∈  если выполне-
ны условия (18), (19), (24), (25) [3] подчинения 
параметров, то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ≤ ,    (11)

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ≤     (12)

для всех x X∈ . 
3. Справедливо следующее 
Утверждение 6. В условиях (2)–(7) [3] для 

любой постоянной cs C S≡ ∈  в случае приме-
нения (8), (9) [3] для любых 0m , 0m , 1m , 1

cm M∈  
и 0τ , 0τ , 1τ , 1

cTτ ∈  если выполнены условия 
(18), (19), (24), (25) [3] подчинения параме-
тров, то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ≤      (13)

для всех x X∈ . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе изучено влияние на пара-
метры математической модели ламинарного 
пограничного слоя 0 ( )xθ , 1( )xθ , 0 ( )xω , 1( )xω  и 
на локальные характеристики тепломассооб-
мена и трения ( )q x , ( )f x  одного из сочета-
ний наиболее простых представителей класса 
монотонных функций — линейно убываю-
щего вдува и линейно убывающего темпера-
турного фактора. 

Полученные результаты вычислительных 
экспериментов могут быть использованы в 
качестве моделей наблюдаемых данных в за-
дачах синтеза эффективного управления как 
на всём участке [10] из [3], так и на его фраг-
ментах [11] из [3]. 

Анализ влияния сочетания линейно убы-
вающего вдува и линейно убывающего темпе-
ратурного фактора на область значений функ-
ционалов гиперзвуковой аэродинамики явля-
ется предметом отдельного исследования. 

КОНФЛИКТ ИНТЕРЕСОВ

Авторы декларируют отсутствие явных и 
потенциальных конфликтов интересов, свя-
занных с публикацией настоящей статьи.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Бильченко, Г. Г. О влиянии линейно 
убывающего вдува и линейно убывающего 
температурного фактора на локальные ха-
рактеристики тепломассообмена и трения на 
проницаемых поверхностях ГЛА / Г. Г. Биль-
ченко, Н. Г. Бильченко // «Некоторые акту-
альные проблемы современной математики и 
математического образования. Герценовские 
чтения-2019». Материалы научной конферен-
ции, 8–12 апреля 2019 г. – СПб. : Изд. РГПУ 
им. А. И. Герцена, 2019. – С. 33–38.

2. Бильченко, Г. Г. О влиянии линейно убы-
вающего вдува и линейно убывающего тем-
пературного фактора на параметры матема-
тической модели на проницаемых поверхно-
стях ГЛА / Г. Г. Бильченко, Н. Г. Бильченко // 
Современные методы прикладной математи-
ки, теории управления и компьютерных тех-
нологий: Сборник трудов XII Международ-
ной научной конференции «ПМТУКТ-2019», 
Воронеж, 25–28 сентября 2019 г. – Воронеж : 
ВГУИТ, 2019. – С. 87–90.

3. Бильченко, Г. Г. Анализ влияния линейно 
возрастающего вдува и линейно возрастаю-
щего температурного фактора на параметры 
математической модели и локальные характе-
ристики тепломассообмена и трения на про-
ницаемых поверхностях ГЛА / Г. Г. Бильченко, 
Н. Г. Бильченко // Вестник Воронеж. гос. ун-
та. Сер. Системный анализ и информацион-
ные технологии. – 2019. – № 3. – С. 53–62.

4. Бильченко, Г. Г. Анализ влияния линей-
но возрастающего вдува и линейно убываю-
щего температурного фактора на параметры 
математической модели и локальные характе-
ристики тепломассообмена и трения на про-
ницаемых поверхностях ГЛА / Г. Г. Бильченко, 
Н. Г. Бильченко // Вестник Воронеж. гос. ун-
та. Сер. Системный анализ и информацион-
ные технологии. – 2019. – № 4. – С. 5–12. 



13ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2020, № 1

Анализ влияния линейно убывающего вдува и линейно убывающего температурного фактора ...

5. Бильченко, Г. Г. Анализ влияния линей-
но убывающего вдува и линейно возрастаю-
щего температурного фактора на параметры 
математической модели и локальные характе-
ристики тепломассообмена и трения на про-

ницаемых поверхностях ГЛА / Г. Г. Бильченко, 
Н. Г. Бильченко // Вестник Воронеж. гос. ун-
та. Сер. Системный анализ и информацион-
ные технологии. – 2019. – № 4. – С. 13–20.

Бильченко Григорий Григорьевич — канд. физ.-мат. наук, научный сотрудник лаборатории 
моделирования физико-технических процессов (при кафедре теплотехники и энергетического 
машиностроения) Казанского национального исследовательского технического университета 
(КНИТУ-КАИ) им. А. Н. Туполева. 
E-mail: ggbil2@gmail.com 
ORCID iD: https://orcid.org/0000-0001-5020-7403
 
Бильченко Наталья Григорьевна — канд. физ.-мат. наук, научный сотрудник лаборатории 
моделирования физико-технических процессов (при кафедре теплотехники и энергетического 
машиностроения) Казанского национального исследовательского технического университета 
(КНИТУ-КАИ) им. А. Н. Туполева. 
E-mail: bilchnat@gmail.com 
ORCID iD: https://orcid.org/0000-0002-4101-6151

DOI: https://doi.org/10.17308/sait.2020.1/2573
Received 23.09.2019
Accepted 15.03.2020

ANALYSIS OF THE INFLUENCE OF LINEARLY DECREASING BLOWING 
AND LINEARLY DECREASING TEMPERATURE FACTOR ON THE 

PARAMETERS OF THE MATHEMATICAL MODEL AND LOCAL 
CHARACTERISTICS OF HEAT AND MASS TRANSFER AND FRICTION 

ON THE PERMEABLE SURFACES OF HYPERSONIC AIRCRAFT
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Abstract. The article studies the properties of a mathematical model designed to control heat and 
mass transfer and friction in the laminar boundary layer on permeable cylindrical and spherical 
surfaces of hypersonic aircraft.  The mathematical model is based on the systems of ordinary dif-
ferential equations obtained by A. A. Dorodnitsyn’s generalized method of integral relations which 
was used to approximate the systems of partial differential equations describing laminar boundary 
layers on the permeable cylindrical and spherical surfaces of hypersonic aircraft. The parameters 
of the mathematical model at the stagnation point were determined using the systems of nonlinear 
algebraic equations.  Blowing on the boundary layer, the temperature factor, and the magnetic field 
were used as control mechanisms. The article considers the combination of linearly decreasing 
blowing, linearly decreasing temperature factor, and a constant magnetic field being applied to the 
entire control segment. 

The study of this combination of controls included the following stages:  formulating a direct 
problem; studying the influence of heat and mass transfer and friction on the parameters of the 
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mathematical model; making corresponding conclusions regarding the existing dependencies.  The 
dependencies for the linearly decreasing blowing and linearly decreasing temperature factor were 
compared with the dependencies obtained previously for the other three combinations of controls.  
The dependencies of the parameters of the mathematical model, as well as local heat and mass 
transfer and friction characteristics on controls were obtained. The results of the computational 
experiments are presented.  The article also provides recommendations on the application of the re-
sults of the computational experiments as initial data in relation to the problem of effective control 
synthesis, both for the entire segment of control and for its fragments.
Keywords: control, heat and mass transfer, laminar boundary layer, hypersonic flows, permeable 
surfaces, linearly decreasing blowing, linearly decreasing temperature factor, mathematical model 
parameters, local heat and mass transfer and friction characteristics.
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