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Аннотация. Исследуются свойства математической модели управления тепломассооб-
меном и трением в ламинарном пограничном слое на проницаемых цилиндрических и 
сферических поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов. Рассмотрен случай 
применения на всём участке управления сочетания линейно убывающего вдува, линейно 
возрастающего температурного фактора и постоянного магнитного поля. Получены зави-
симости параметров математической модели и локальных характеристик тепломассообме-
на и трения от управляющих воздействий. Приведены результаты вычислительных экспе-
риментов.
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ВВЕДЕНИЕ 

Данная работа является расширенным 
вариантом материалов докладов, представ-
ленных на LXXII научную конференцию «Не-
которые актуальные проблемы современной 
математики и математического образования. 
Герценовские чтения-2019» [1] и XII Между-
народную научную конференцию «Современ-
ные методы прикладной математики, теории 
управления и компьютерных технологий» 
(ПМТУКТ-2019) [2]. 

В ней продолжается исследование свойств 
математической модели ламинарного погра-
ничного слоя (ЛПС) электропроводящего газа 
на проницаемых цилиндрических и сфериче-
ских поверхностях гиперзвуковых летатель-
ных аппаратов (ГЛА) [4–9] из [3] – рассматри-
вается влияние (на всём участке управления 
[10] из [3]) следующего сочетания управляю-

щих воздействий: линейно убывающего вду-
ва, линейно возрастающего температурного 
фактора и постоянного магнитного поля: 

1) на параметры математической модели 
ЛПС 0 ( )xθ , 1( )xθ , 0 ( )xω , 1( )xω ; 

2) на локальные характеристики тепло-
массообмена и трения ( )q x , ( )f x . 

Являясь продолжением [3], данная статья 
сохраняет введённые в ней обозначения. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Прямая задача (1) [3] (с диапазонами изме-
нения неизменяемых параметров (2)–(4) [3] и 
диапазонами изменения управляющих параме­
тров (5)–(7) [3]) рассматривается для линейно 
убывающих вдувов (8) [3] и линейно возрас-
тающих температурных факторов (9) [3]. 

Вычислительные эксперименты (анало-
гично рассмотренным в [3]) выполнены для 
воздуха в атмосфере Земли при 10H =  [км], 

10M∞ = , 0,1R =  [м]. 
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На левой половине рис. 1 представлены 
линейно убывающие ( 0 1m m> ) вдувы (8) [3] с 

0m , 1 25
dm M∈ ; на правой половине – линейно 

возрастающие ( 0 1τ τ< ) температурные факто-
ры (9) [3] с 0τ , 1 15

dTτ ∈  (см. (11), (14) [3]), обо-
значенные с помощью заглавных букв латин-
ского алфавита от “A” до “J” и от “K” до “Y”, 
соответственно. 

Результаты вычислительных эксперимен-
тов при ( )0 1 25

dm m M ′− ∈  и ( )1 0 15
dTτ τ ′− ∈  (см.

(12), (15) [3]) для 0 1, ,θ ω  представлены на 
рис. 2–10, для ( )q x , ( )f x  – на рис. 11–19. Рас-
пределение случаев сочетания законов управ-
ления по рисункам указано в табл. 1 [3]. 

2. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Утверждение 1. В условиях (2)–(7) [3] для 
{ }0;1k∈  и любой постоянной cs C S≡ ∈  в слу­

чае применения (8), (9) [3] для любых 0m , 0m , 
1m , 1

cm M∈  и 0τ , 1
cTτ ∈  если 

0 1m m≥ , 0 1m m≥ ,                  (1)

0 1τ τ≤                             (2)
и выполнены условия (18), (19) [3] подчинения 
параметров, то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ≤ ,      (3)

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ≤       (4)

для всех x X∈ . 
Утверждение 2. В условиях (2)–(7) [3] для 
{ }0;1k∈  и любой постоянной cs C S≡ ∈  в слу­

чае применения (8), (9) [3] для любых 0m , 
1

cm M∈  и 0τ , 0τ , 1τ , 1
cTτ ∈  если 

0 1m m≥ ,                           (5)

0 1τ τ≤ , 0 1τ τ≤                      (6)

и выполнены условия (24), (25) [3] подчинения 
параметров, то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cθ τ τ τ≥ ,      (7)

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,k x m x m m x Cω τ τ τ≥       (8)

для всех x X∈ . 
Сравнивая Утверждение 1 с Утверждени-

ем 1 из [3] и Утверждение 2 с Утверждением 
2 из [3], можно заметить, что условия (1), (5) 
убывания и условия (16), (22) [3] возрастания 
вдувов можно исключить. Таким образом, 
Утверждение 1 и Утверждение 2 верны для 
линейно возрастающих температурных фак-
торов и линейных вдувов.

Рис. 1. Законы ( )m x  и ( )xτ  

Рис. 2. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,25m′ = −  и 0,15τ ′ = +
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Рис. 3. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,25m′ = −  и 0,45τ ′ = +

Рис. 4. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,25m′ = −  и 0,6τ ′ = +

Рис. 5. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,5m′ = −  и 0,15τ ′ = +
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Рис. 6. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,5m′ = −  и 0,45τ ′ = +

Рис. 7. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,5m′ = −  и 0,6τ ′ = +

Рис. 8. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,75m′ = −  и 0,15τ ′ = +
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3. ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ 
ТЕПЛОМАССООБМЕНА И ТРЕНИЯ 

Утверждение 3. В условиях (2)–(7) [3] для 
любой постоянной cs C S≡ ∈  в случае приме­
нения (8), (9) [3] для любых 0m , 0m , 1m , 1

cm M∈  
и 0τ , 1

cTτ ∈  если выполнены условия (1), (2) и 
условия  (18), (19) [3] подчинения параметров, 
то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ ≥

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ≥       (9)

для всех x X∈ . 
Утверждение 4. В условиях (2)–(7) [3] для 

любой постоянной cs C S≡ ∈  в случае приме­
нения (8), (9) [3] для любых 0m , 1

cm M∈  и 0τ , 
0τ , 1τ , 1

cTτ ∈  если выполнены условия (5), (6) и 
условия  (24), (25) [3] подчинения параметров, 
то 

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ ≤

( ) ( )( )0 1 0 1; ; , , ; , ,f x m x m m x Cτ τ τ≤      (10)

для всех x X∈ . 
Аналогично случаю Утверждения 1 и 

Утверждения 2 можно сделать вывод, что 
Утверждение 3 и Утверждение 4 верны для 
линейно возрастающих температурных фак-
торов и линейных вдувов.

 

Рис. 9. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,75m′ = −  и 0,45τ ′ = +

Рис. 10. Зависимости 0 1( ), , ( )x xθ ω  
при 0,75m′ = −  и 0,6τ ′ = +
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Рис. 11. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
при 0,25m′ = −  и 0,15τ ′ = +

Рис. 12. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
при 0,25m′ = −  и 0,45τ ′ = +

Рис. 13. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
при 0,25m′ = −  и 0,6τ ′ = +

Рис. 14. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
при 0,5m′ = −  и 0,15τ ′ = +

Рис. 15. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
при 0,5m′ = −  и 0,45τ ′ = +

Рис. 16. Зависимости ( )q x  и ( )f x  
при 0,5m′ = −  и 0,6τ ′ = +



19ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2019, № 4

Анализ влияния линейно убывающего вдува и линейно возрастающего температурного … 

 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе изучено влияние на пара-
метры математической модели ламинарного 
пограничного слоя 0 ( )xθ , 1( )xθ , 0 ( )xω , 1( )xω  и 
на локальные характеристики тепломассооб-
мена и трения ( )q x , ( )f x  одного из сочета-
ний наиболее простых представителей класса 
монотонных функций – линейно убывающе-
го вдува и линейно возрастающего темпера-
турного фактора. 

Полученные результаты вычислительных 
экспериментов могут быть использованы в 
качестве моделей наблюдаемых данных в за-
дачах синтеза эффективного управления как 
на всём участке [10] из [3], так и на его фраг-
ментах [11] из [3]. 

Анализ влияния сочетания линейно убы-
вающего вдува и линейно возрастающего 
температурного фактора на область значений 
функционалов гиперзвуковой аэродинамики 
является предметом отдельного исследования. 
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Annotation. The properties of mathematical model of heat and mass transfer and friction control 
in laminar boundary layer on permeable cylindrical and spherical surfaces of hypersonic aircraft 
are investigated. The case of application of a combination of linear decreasing blowing, linear in-
creasing temperature factor and constant magnetic field for the entire segment of control is consid-
ered. The dependences of mathematical model parameters, local heat and mass transfer and fric-
tion characteristics on controls are obtained. The computational experiments results are presented.
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