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ВВЕДЕНИЕ

В данной работе решается многокритери-
альная задача оценки эффективности груп-
пового полета пилотируемой и беспилотной 
авиации при обслуживании потока заявок. 
Для пилотируемой авиации под заявкой по-
нимается требование прилететь в исходную 
точку пункта с последующим перелетом в 
заданную конечную точку. Для беспилотной 
авиации понимается требование обеспечить 
наблюдение очередного наземного пункта 
при пролете над ним одного из беспилотных 
летательных аппаратов (БЛА). 

Существует ряд практически важных мно-
гокритериальных задач оценки эффективно-
сти систем, в том числе задач их оптимизации 
[1–8], когда необходимо учесть одни параме-
тры в виде ограничений, а другие — в виде 

показателей улучшаемого качества. К ним, 
в частности, относится задача оптимизации 
систем обучения [8–13], а также задача пара-
метрической оптимизации технических си-
стем управления летательными аппаратами 
[14–16]. 

К числу локальных критериев эффектив-
ности можно отнести, в том числе суммарную 
важность полученных результатов обслужи-
вания заявок, экономичность группового 
полета и своевременность обслуживания 
с учетом возможного пребывания заявок в 
очереди. Сложность решаемой задачи состо-
ит в комплексировании влияния нескольких 
факторов в форме единого критерия эффек-
тивности. 

Анализ результатов предшествующих 
работ показал, что в качестве основного ин-
струмента единой оценки эффективности 
решения многокритериальных задач исполь-
зуется аддитивный критерий. Прежде всего, 
к ним относится задача линейного програм-
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мирования, а также более близкая к данной 
работе задача целочисленного программиро-
вания при поиске маршрута полета в клас-
сической «задаче о коммивояжере» — метод 
ветвей и границ. В любой из этих задач мини-
мизируется сумма штрафных функций, вы-
бираемых на каждом шаге оптимизации.

Более того, в задачах оптимизации группо-
вого полета его общая эффективность оцени-
вается аддитивной суммой действий каждого 
летательного аппарата в отдельности. Анало-
гичный подход к оценке групповых действий 
наблюдается в технических задачах оператор-
ного управления сложными объектами, систе-
мах обучения групповым навыкам, при оценке 
эффективности деятельности вузов и т. д.

Их общий недостаток состоит в отсут-
ствии учета влияния поведения друг на друга 
представителей группы. Также не уделяется 
внимание и тому, что ряд факторов в динами-
ческой обстановке является переменной ве-
личиной, и эти изменения тоже необходимо 
учесть.

В связи с этим ставится задача форми-
рования такого единого критерия оценки эф-
фективности, который, с одной стороны, учел 
бы в своей свертке взаимовлияние различных 
частных показателей, имеющих в том чис-
ле неодинаковую физическую размерность, 
и, с другой стороны, в количественной фор-
ме оценил переменную важность наземных 
объектов из-за задержек их обслуживания, 
изменяемую удаленность этих объектов от 
группы летательных аппаратов и растущую 
несвоевременность обслуживания объектов 
согласно требуемому графику.

Для решения поставленной задачи требу-
ется:

• сформировать математическую модель 
назначения динамических приоритетов пере-
менной важности первоочередных объектов 
на каждом шаге планирования группового 
полета;

• обосновать единую форму критерия эф-
фективности группового полета с учетом вза-
имосвязи частных показателей качества;

• сравнить предложенную оценку эффек-
тивности с известным подходом с помощью 
компьютерного моделирования.

1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

1.1. Формирование модели назначения 
приоритетов, оценивающих важность 

обслуженных заявок, с помощью 
динамического программирования

При оценке степени важности обсуживае-
мой заявки следует различать априорную 
важность, назначенную экспертным путем, и 
апостериорную важность, учитывающую ди-
намику нарастания этой важности с увеличе-
нием времени ожидания в очереди обслужи-
ваемой заявки. В данной работе априорные 
важности представляются в виде двух значе-
ний: считается, что обслуживание указанной 
выше в постановке задачи для мобильных 
объектов (МО) имеет наибольшую важность 

jB , лежащую в заданных пределах:

min maxjB B B≤ ≤ ,                        (1)
а остальные типы неподвижных пунктов или 
объектов-ориентиров имеют существенно 
меньшую важность jb :
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В свою очередь динамика нарастания важ-
ности прежде всего зависит от доминирую-
щего параметра качества обслуживания, ко-
торым является время iτ  «необслуживания» 
j-го пункта, растущее между соседними по 
времени контактами с БЛА, и обнуляющееся 
сразу после обслуживания, так как интерес к 
j-му объекту в этой ситуации пропадает:
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Кроме того считается, что между параме-
трами динамической важности и временем iτ  
задержки в обслуживании каждого пункта 
нет никакой статистической зависимости. 
При этих допущениях вычислялись соответ-
ствующие динамические приоритеты для 
различных конкретных практических задач. 

В частности, в данной работе решена кон-
кретная задача назначения динамических 
приоритетов для обслуживания пунктов, 
когда математическая модель роста важности 
описывается не в виде дифференциального 
уравнения первого порядка, а в виде динами-
ческой системы второго порядка:
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где ia  — ускорение роста важности; 2ix  — 
скорость нарастания важности каждого из 
обслуживаемых пунктов; 1ix  — текущее зна-
чение важности j-го пункта; j  — номер об-
служиваемого в текущий момент пункта.

Решение задачи было получено с помо-
щью метода динамического программирова-
ния [17]. Согласно этому методу необходимо 
использовать уравнение Беллмана в частных 
производных, которое имеет вид:
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где 1 2( , , )x xε τ  — искомая функция Беллмана 
при оптимальном поведении.

Также как и АКОР, решить это уравнение 
можно с помощью представления функции 
Беллмана ε  в виде степенного полинома вто-
рого порядка с неизвестными коэффициента-
ми, которые необходимо определить:
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где 1iβ , 2iβ , 3iβ , 1iγ , 2iγ , 3iγ , 12iψ , 13iψ , 23iψ  — ис-
комые коэффициенты.

Нахождение этих коэффициентов возмож-
но с помощью метода рабочей точки, соглас-
но которого в окрестности этой точки вычис-
ляются ординаты Ci минимального риска, ко-
торые необходимо приравнять друг к другу.

В настоящей работе согласно (7) искомы-
ми являются девять коэффициентов jβ , jγ , 

jkψ . Поэтому зададимся следующими десятью 
ординатами риска, чтобы, приравняв их друг 
к другу, получить систему необходимых ли-
нейных алгебраических уравнений:
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1 1 2 1 12 2 13 13 2 2j j j j jx x x d x+ + + =β ∆ ∆ γ ψ ∆ ψ ∆τ ∆ ∆τ.
Для получения окончательного результата 
подставим в формулу приоритета найденные 
значения коэффициентов функции Беллмана 
и, пренебрегая рядом членов из-за их мало-
сти, упростим это выражение
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В эту формулу нужно добавить еще один 
сомножитель, учитывающий своевремен-
ность обслуживания пунктов при взаимодей-
ствии с БЛА. Поэтому можно записать 
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Видно, что в данной конкретной задаче 
динамический приоритет Пj имеет мульти-
пликативную форму.
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1.2. Выбор единого критерия оценки 
эффективности в мультипликативной 

форме

При решении различных многокритери-
альных задач обычной является аддитивная 
модель [18], когда критерием общей оценки 
является среднее значение отдельных част-
ных показателей ix  или их общая сумма в 
баллах

1
max

n

i
i

J x
=

= ∑ ,                     (11)

где ix  — показатели, требующие учета.
Однако в ряде случаев эта оценка не учи-

тывает, как различную важность отдельных 
показателей, так и их возможную несбалан-
сированность. Например, в системах обуче-
ния [19] одну и ту же сумму баллов пяти по-
казателей имеют два обучаемых лица — 3, 3, 
3, 3, 4 и 2, 2, 3, 4, 5, в то время как первое обу-
чаемое лицо явно предпочтительнее второго 
(которого обычно отчисляют из института). 
Между тем произведение этих же показателей 
у второго лица явно меньше, чем у первого. 
Поэтому представление максимизируемого 
критерия в виде взвешенной суммы аддитив-
ной и мультипликативной форм показателей 
является более целесообразной сверткой 
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Использование свертки (12) в качестве 
критерия оптимизации позволяет исключить 
«узкие места» в системе, когда один из пока-
зателей 0ix → , поскольку в этом случае вто-
рое слагаемое в формуле (12) сразу же обну-
ляется.

Применительно к рассматриваемой в на-
стоящей работе задаче необходимо, во-пер-
вых, все три максимизируемых показателя 
превратить в безразмерные путем их деления 
на максимальные значения 

min
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где minr  — минимальная общая длина марш-
рута; mint∆  — минимальное общее время не-
соблюдения графика; maxB  — максимально 

возможная суммарная важность пунктов, по-
павших в маршрут.

Во-вторых, учтем фактор неодинаковой 
значимости каждого нормированного пока-
зателя ix  с помощью весовых коэффициен-
тов 1c , 2c , 3c , назначаемых потребителем. 
В-третьих, представим свертку J  еще более 
компактно в виде 
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Тогда свертка 0J  более подробно состоит 
из членов степенного ряда:
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Достоинство предлагаемой нелинейной 
свертки состоит в том, что для нее достаточно 
задать всего три числа 1c , 2c , 3c . Это доказыва-
ет возможность ее использования в более об-
щих случаях, если учесть фактор неодинако-
вой значимости каждого нормированного 
показателя ix  с помощью весовых коэффици-
ентов 1m , 2m , 3m  назначаемых потребителем. 
Тогда можно представить приоритет Π  в 
наиболее компактной форме [20, 21]

( )( )( )1 1 2 2 3 3max x m x m x mΠ = + + + . (16)
Достоинство предлагаемой нелинейной 

свертки состоит в том, что для нее достаточно 
задать всего три числа 1m , 2m , 3m  Можно так-
же пойти дальше в обобщении формулы (16), 
если учитывать ненулевую скорость движе-
ния обслуживаемых наземных пунктов, тогда 
в формулу (16) можно добавить еще один 
множитель 

0

V
V V+

ö

ö

, который растет пропор-

ционально скорости Vö  (то есть с увеличени-
ем скорости движения обслуживаемого на-
земного объекта, его приоритет растет). Поэ-
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тому эвристическое правило (16) должно быть 
дополнительно четвертым сомножителем

min
1 2

max

min
3 4

0

max
min

.

j

j
ijj

j

j

b rJ m m
b r

Vt m m
t V

   = + + ×    
  

× + +     

∆
∆

.   (17)

Если, кроме того, учитывать при назна-
чении динамических приоритетов труднодо-
ступность достижения каждого наземного 
объекта при подлете к нему, то критерий (17) 
должен быть дополнен пятым сомножителем, 
если эта доступность неодинакова: 

min
1 2

max

min min
3 4 5

0 min

max
min

,

j

j
ijj

j

j j

b rJ m m
b r

Vt Pm m m
t V P P

   = + + ×    
    

× + + +       +    

∆
∆

 (18)

где minP  — минимальная вероятность потери 
работоспособности ЛА, а jP  — вероятность 
потери работоспособности ЛА при подлете к 
обслуживаемому объекту.

Таким образом, на основании динамиче-
ского программирования найдена компакт-
ная мультипликативная форма критерия 
назначения динамических приоритетов для 
выбора, которая эффективнее аддитивного 
за счет исключения «узких мест» в формируе-
мом плане полета.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В качестве исходных данных при модели-
ровании сравниваемых критериев приняты 
следующие допущения.

1. Задано общее число n  наземных объек-
тов (как неподвижных точечных или размер-
ных, так и трасс движения МО).

2. Среди них задано число M  объектов, 
для которых указан график их доступного на-
блюдения с помощью параметра jt  — это 
наиболее благоприятный момент наблюдения 
по времени.

3. Заданы три координаты для каждого 
пункта: mX ; mZ ; mY  для наблюдения МО; 

1,m M=  , где mY  — требуемая высота наблю-

дения, а также координаты «обычных» пун-
ктов, доступных для наблюдения в любое 
время — iX ; iZ ; iY .

4. Известны априорные важности mB , ib  
наблюдаемых объектов при условии, что 

m iB b , т. е. наблюдение МО по графику важ-
нее остальных в данном вылете БЛА (напри-
мер, 10mB = , 1, 6ib =  ).

5. Заданы координаты начальной и конеч-
ной точек A  и B  маршрута.

6. Требуемый график обслуживания МО 
представлен в табл. 1.
Таблица 1. График обслуживания мобильных 

объектов
[Table 1. Mobile objects service schedule]

j 1 2 3 4 5 6 7
i 6 13 19 21 25 33 40

jt 150 300 450 520 640 790 900
τ 10 10 10 10 10 10 10

7. Конец полета согласно регламенту име-
ет заданное время 900kt =  мин, а скорость 
БЛА: 144 / 40 /V = =ÁËÀ êì ÷ ì ñ .

8. Требуется сформировать маршрут обле-
та пунктов (может быть не всех) при условии, 
что в одном пункте нужно быть один раз.

Исходные данные для моделирования 
представлены на рис. 1, где 6, 13, 19, 21, 25, 
33,40 →  МО.

Конкретные численные данные местопо-
ложения объектов приведены в табл. 2.

Таблица 2. Данные обо всех объектах, 
включая мобильные объекты

[Table 2. Data on all facilities, including mobile 
facilities]

i object 
type x y b t

0 mobile 0 0 0 0
1 simple 40000 168000 3
2 lkks 100000 108000 6
3 simple 130000 –116000 3
4 simple 280000 238000 3
5 lkks 360000 –265000 6
6 mobile 440000 –67000 10 15000
7 simple 490000 25000 3
8 lkks 570000 155000 6
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9 lkks 640000 –37000 6
10 simple 670000 166000 3
11 lkks 700000 –194000 6
12 simple 710000 280000 3
13 mobile 710000 63000 10 30000
14 simple 840000 –50000 3
15 simple 890000 –174000 3
16 simple 910000 57000 3
17 lkks 950000 97000 6
18 simple 980000 –230000 3
19 mobile 1200000 229000 10 45000
20 simple 1340000 100000 3
21 mobile 1350000 –264000 10 52000
22 lkks 1430000 255000 6
23 simple 1460000 198000 3
24 lkks 1710000 –194000 6
25 mobile 1870000 –66000 10 64000
26 lkks 1750000 88000 6
27 simple 2120000 –62000 3
28 simple 2290000 165000 3
29 simple 2330000 20000 3
30 lkks 2390000 239000 6
31 lkks 2420000 –193000 6
32 simple 2440000 79000 3
33 mobile 2460000 –19000 10 79000

34 simple 2490000 282000 3
35 lkks 2550000 –228000 6
36 simple 2710000 –154000 3
37 lkks 2760000 80000 6
38 simple 2850000 219000 3
39 simple 2890000 156000 3
40 mobile 3000000 0 10 90000

Процесс моделирования задачи состоял 
из следующих этапов:

Этап 1. Составить общий список объек-
тов (загрузка карты из файла). Даны три типа 
объектов: simple — обычный объект, lkks — 
локальная контрольно-корректирующая 
станция (ЛККС), mobile — мобильный объ-
ект. Заданы три характеристики для каждого 
пункта: iX ; iY ; B, где B  — важность объекта, 
а также координаты мобильных объектов mX , 

mY , B, доступных для наблюдения в заданное 
время t.

Этап 2. Разбить общий список объектов 
на два списка

2.1. Составить список мобильных объектов 
и отсортировать его по времени посещения;

2.2. Составить список не посещённых 
объектов: обычных пунктов и ЛККС.

Этап 3. Пройти по списку мобильных 
объектов. Выбрать первый МО и присвоить 
ему статус текущего. Для каждого мобильно-
го объекта выполнить этап 4.

Рис. 1. Исходные данные расположения объектов наблюдения при компьютерном моделировании 
[Fig.1. Initial data on the location of observation objects during computer modeling]
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Этап 4. Проверить, остались ли непосе-
щённые объекты в окрестностях текущего 
мобильного объекта. Если не осталось ни од-
ного объекта (все объекты посещены), перей-
ти к следующему мобильному объекту. Если 
остались объекты, то найти потенциальный 
объект по выбранному критерию. После чего 
вычислить расстояния от текущего объекта 
(в котором сейчас находится БЛА) до каждо-
го объекта из списка непосещённых. Затем 
найти минимальное из этих расстояний minR .

Этап 5. Для каждого объекта из списка 
вычислить значение выбранного критерия из 
двух представленных: мультипликативного и 
аддитивного. Для того, чтобы вычислить зна-
чение критерия, сначала необходимо вычис-
лить расстояние R  от текущего объекта до 
непосещенного и важность B  непосещенно-
го объекта в зависимости от выбранного кри-
терия, значения которых вычисляется по сле-
дующим формулам:

Аддитивный критерий:

( )
min max

1 0,5 0,4 0,1R B
R B

= + + ⋅ + ⋅∑ ,     (19)

Мультипликативный критерий:

( )1
max min

0,5 0,4 1 0,1B R
B R

Π
  

= + + +  
  

.  (20)

Этап 6. Перейти к следующему мобильно-
му объекту и добавить этот объект в маршрут.

Результаты моделирования маршрута по 
мультипликативному критерию представле-
ны на рис. 2.

Характеристики этого маршрута таковы:
вес важности 1m : 0,5;
вес расстояния 2m : 0,4;
вес времени необслуживания 3m : 0,1;
суммарная важность: 183.
Результаты моделирования маршрута 

по аддитивному критерию представлены на 
рис. 3.

Характеристики второго маршрута таковы:
вес важности 1m : 0,1; 
вес расстояния 2m : 0,4;
вес времени необслуживания 3m : 0,5;
суммарная важность: 155.
Оказалось, что суммарная важность об-

служенных объектов в маршруте, найденном 
с помощью мультипликативного критерия, на 
18 % больше важности маршрута, найденно-
го с использованием аддитивного критерия. 
Исходя из полученных результатов, можно 
сделать вывод: мультипликативный критерий 
оказался наиболее удачным для построения 
маршрута БЛА.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для этапа предполетного планирования 
маршрутного полета разработан единый кри-
терий оценки эффективности в мультиплика-

Рис. 2. Результаты компьютерного моделирования маршрута с использованием 
мультипликативного критерия

[Fig.2. Results of computer simulation of the route using a multiplier criterion]
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тивной форме, учитывающий ряд влияющих 
факторов в многокритериальной задаче. До-
стоинство предлагаемой нелинейной свертки 
состоит в том, что для нее достаточно задать 
ряд весовых коэффициентов, количество ко-
торых равно числу этих факторов. Сравнение 
использования аддитивного и мультиплика-
тивного критериев путем компьютерного мо-
делирования показало преимущества муль-
типликативной формы, при снижении цены 
разведки наземных объектов примерно на 
15 %.
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