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Аннотация. В данной работе рассматривается задача миграции населения РФ между тре-
мя группами федеральных округов. В первую группу вошли Центральный и Северо-За-
падный, во вторую — Дальневосточный, Уральский и Сибирский, в третью — Южный, 
Приволжский и Северо-Кавказский федеральные округа. Предложена модель динамики 
численностей населения с учетом распределения Больцмана, которое описывает распре-
деление мигрирующего населения по трем заданным территориям. Предложена функ-
ция полезности, входящая в распределение Больцмана и, так же предложена, входящая 
в функцию полезности, мера информированности (притягательности) населения по от-
ношению к рассматриваемым территориям. При этом, мера информированности учиты-
вает экономический фактор — долю населения, живущего выше прожиточного миниму-
ма и общую численность населения на рассматриваемых группах федеральных округов. 
Предполагается, что чем больше общая численность населения на данной территории, 
тем больше информации об этой территории имеется. Проводится идентификация пара-
метров, характеризующих коэффициенты естественного прироста и доли мигрирующего 
населения рассматриваемых территорий при различных значениях параметра, характе-
ризующего оптимальность распределения населения по трем заданным территориям. 
Идентификация параметров модели реализована с помощью метода градиентного спу-
ска с дроблением шага на языке программирования Python3.5. Так же для реализации 
идентификации параметров использовались данные из официальных статистических 
источников. На основе проведенной идентификации получены значения распределения 
Больцмана и миграционных потоков между тремя группами федеральных округов, про-
ведено сравнение модельных данных с реальными, построен прогноз численностей насе-
ления для каждой территории. Показано, что значение параметра оптимальности влияет 
на прогноз численности населения всех трех групп федеральных округов.
Ключевые слова: миграция населения, распределение Больцмана, функция полезности, 
мера информированности, идентификация параметров.
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ВВЕДЕНИЕ

Моделирование миграционных процессов 
играет важную роль в анализе и прогнозиро-
вании их влияния на уровень жизни населе-
ния в регионах. Один из подходов к модели-
рованию миграционных процессов заключа-
ется в описании взаимодействия между рас-
сматриваемыми территориями через закон 
всемирного тяготения [1, 2]. Еще один подход 

заключается в построении вероятностных 
моделей миграционных процессов. В работе 
[3] рассматриваются этапы построения об-
щей модели межрегиональной миграции с 
учетом вероятности перехода субпопуляции 
(части населения, имеющей некоторый об-
щий признак — культура, этническое или со-
циальное происхождение) из региона i  в ре-
гион j  в единицу времени, при этом не учи-
тывается циркуляция мигрантов внутри од-
ного региона и также не учитывается есте-
ственный прирост населения. Вероятности 
перехода из одного состояния в другое в еди-
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ницу времени представлены в экспоненци-
альной форме и зависят от функций полезно-
сти i-го и j-го регионов. Функции полезно-
сти зависят от характеристик регионов, зада-
ваемых членами субпопуляции. Сами же ха-
рактеристики не конкретизируются. 

Третий подход предлагает теория оптималь-
ного фуражирования, согласно которой, попу-
ляция или отдельная особь действует таким об-
разом, чтобы максимизировать скорость по-
требления энергии [4, 5]. Выбор популяцией 
пригодного для жизни ареала (местообитания) 
является одной из основных задач. В работе [6] 
рассматривается теоретико-игровой подход в 
задаче оптимального поведения взаимодей-
ствующих популяций типа «хищник–жертва», 
находящихся в некотором ареале с учетом ми-
грации из него и внутривидовой конкуренции, 
показано, что система, описывающая взаимо-
действие двух популяций, с течением времени 
выходит на стационарный режим. В работе [7] 
рассматривается задача выбора популяцией 
ареала, при условии, что популяция, находясь в 
одном из них, оценивает все остальные [7]. 
Подход к решению этой задачи заключается в 
построении функции полезности ijU , оценивае-
мого j-го ареала, популяцией, находящейся в 
i-м ареале. При этом, вероятность выбора попу-
ляцией ареала задается распределением Больц-

мана 
1
exp( )ij

m
qU

ij ij
j

p e qU
=

= ∑ , где m  — количе-

ство ареалов, , 1, ,i j m=   q  — положитель-
ный параметр, отвечающий за оптимальность 
распределения популяции по ареалам. Если 
значение параметра q  достаточно мало, то 
популяция будет распределяться среди ареа-
лов случайным образом, т. е. 1ijp m= ; если q 
достаточно велико, то популяция с большей 
вероятностью выберет ареал с большим зна-
чением функции полезности ijU . В работе [7] 
функция полезности имеет следующий вид: 

(1 ) ,ij j ij ij ijU V I I V T= + − −  , 1, ,i j m=  , где ijI  — 
мера информированности популяции, нахо-
дящейся в ареале i  об ареале j, jV  — объем 
ресурсов питания в ареале j, V  — средняя 
полезность ареалов, ijT  — функция затрат на 
перемещение из i  в j. В работе [8] доказана 
устойчивость распределения Больцмана для 
двух ареалов.

Чтобы конкретизировать меру инфор-
мированности, нужно определить носители 
информации и их взаимодействие с окружа-
ющей средой. В [9] рассматривается эконофи-
зическая концепция информационного взаи-
модействия между носителями информации. 
В работах [10–16] исследуются вопросы при-
нятия решения популяцией о выборе страте-
гии с учетом накопления и потери данных с 
течением времени и показано, что стратегия 
поиска и переход между ними зависят от ро-
ста информированности.

В данной работе предлагается модель, 
описывающая динамику численности населе-
ния на территории Российской Федерации на 
основе подхода [7], с учетом меры информи-
рованности, входящей в распределение Боль-
цмана. При этом не учитывается отток насе-
ления за границу и приток из-за границы. 
Проведена идентификация параметров моде-
ли, характеризующих естественный прирост 
и миграцию населения в каждой группе феде-
ральных округов при различных значениях q.

На основе результатов идентификации 
проводится анализ миграционных потоков 
между тремя группами федеральных округов 
и сравнение модельных данных со статисти-
ческими, строится прогноз численностей на-
селения для каждой группы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
1.1. Модель динамики численности 

населения в трех группах 
федеральных округов РФ

В данной работе территория РФ делится 
на три группы федеральных округов. В пер-
вую группу (территория 1) входят Централь-
ный и Северо-Западный федеральные окру-
га, во вторую (территория 2) — Дальнево-
сточный, Уральский и Сибирский, в третью 
(территория 3) — Южный, Приволжский и 
Северо-Кавказский. Предполагается, что ми-
грирующее население распределяется по трем 
группам федеральных округов согласно рас-
пределению Больцмана.

Рассмотрим модель, описывающую дина-
мику численности населения для каждой из 
трех заданных территорий:
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где ix  — численность населения i-й террито-
рии, ik  — коэффициент естественного при-
роста населения i-й территории, iγ  — доля 
населения i-й территории, включающая в 
себя население, мигрирующее внутри соб-
ственной территории и за ее пределы, ip  — 
вероятность выбора i-й территории мигри-
рующим населением, 1,2,3i = , 1 2 3 1.p p p+ + =  
Тогда ij i jpγ γ=  — доля мигрирующего насе-
ления территории i, выбравшая территорию 
j, где , 1, 2,3i j = . Опираясь на подход [7], ве-
роятность перехода на территорию j  будем 
описывать распределением Больцмана: 

3

1
( ) exp( )expj j k

k
qU qUp

=

= ∑ , , 1, 2,3j k = , где 

j j jU V I=  — полезность j-й территории с точки 
зрения мигрирующей части населения, jV  — 
истинная полезность территории j. Под ис-
тинной полезностью будем понимать среднее 
значение индекса дохода, являющегося одной 
из трех компонент индекса человеческого раз-
вития (ИЧР) [16,18], ( )j j j j j jI x x cβ β= +  — 
мера притягательности территории j, jβ  — 
доля населения территории j, доход которого 
выше прожиточного минимума, jc  — кон-
станта, характеризующая накопленную в 
среднем информацию о территории j, будем 
считать, что носителем информации являет-
ся все население данной территории.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

2.1. Идентификация параметров модели

Для системы (1) проводится идентифика-
ция набора параметров ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,S k k kγ γ γ=  
с помощью метода градиентного спуска с 
дроблением шага, т. е. численно решается за-
дача минимизации функции 
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по набору параметров S, где irx  — реальные 
значения численности населения в моменты 
времени rt , а *

irx  — решения системы (1), най-
денные методом Рунге — Кутты. В качестве 
значений масштабирующих параметров iδ , 

1,2,3i = , берутся средние доли численностей 
населения в каждой из трех групп федераль-
ных округов РФ.

Для определения реальных значений чис-
ленностей населения  использовались данные 
с официального сайта Федеральной службы 
государственной статистики [17] за 1998–
2014 гг. Параметры iV , iβ , ic  являются посто-
янными параметрами системы (1). Для вы-
числения индекса дохода iV  в отдельном фе-
деральном округе использовались данные о 
валовом региональном продукте (ВРП) для 
субъектов РФ [17, 19] и курсе валют [20] в РФ 
за 1998–2014 гг. Из расчетов на основе стати-
стических данных были рассчитаны постоян-
ные параметры модели (1): 1 0,6013V = , 

2 0,572V = , 3 0, 498V = , 1 0,81β = , 2 3 0,78β β= = , 
в качестве значения ic  берется средняя чис-
ленность населения на территории i  за 1998–
2014 гг. Начальные значения идентифицируе-
мых параметров определяются следующим 
образом: ik  — среднее значение коэффициен-
та естественного прироста, iγ  — среднее зна-
чение мигрирующего населения территории i 
за 1998–2014 гг. Метод идентификации пара-
метров реализован на языке Python 3.5 [21]. 
Результаты представлены в табл. 1.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На основе результатов идентификации 
параметров S, получены значения вероятно-
стей ip  (см. рис. 1) и миграционных потоков 
между тремя группами федеральных округов

ijγ  (рис. 2). На рис. 1 и 2 в качестве ip  и ijγ  бе-
рутся средние значения распределения Боль-
цмана и миграционных потоков за 1998–2014 
гг. при некотором значении параметра q. На 
рис. 2 приведены результаты анализа иденти-



95ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2020, № 2

Распределение Больцмана в задаче миграции населения

фикации параметров, характеризующих долю 
мигрирующего населения территории i. С по-
мощью предложенной модели оценим рацио-
нальность выбора территории i.

На рис. 1 видно, что первый регион, со-
гласно предлагаемой модели, наиболее пред-
почтителен для мигрирующей части населе-
ния РФ: 1 2 3p p p> > . Следовательно, террито-
рия 1 имеет самое высокое значение функции 
полезности 1 2 3U U U> > . Это справедливо, 
поскольку, согласно расчетам, на территории 1 
самый высокий индекс дохода 1 2 3V V V> >  и 

самый высокий уровень прожиточного ми-
нимума 1 2 3β β β> = .

Из табл. 1 следует, что при различных зна-
чениях параметра q население второй группы 
регионов самое подвижное, при 10q <  насе-
ление первой группы самое инертное: 

2 3 1γ γ γ> > , при 10q >  самым инертным бу-
дет  население третьей группы: 2 1 3γ γ γ> > . 
При этом, с ростом параметра q подвижность 
населения территорий 2 и 3 снижается, а под-
вижность населения территории 1 меняется. 

Рис. 2 иллюстрирует, что для мигрирую-
щего населения территорий 1 и 2 наименее 
привлекательна территория 3. Это так же 
можно объяснить тем, что доля людей, живу-
щих выше прожиточного минимума iβ  самая 
высокая в первой группе, а в третьей и во вто-
рой самая низкая : 1 2 3β β β> = , индекс дохода 

iV  в первой группе самый высокий и самый 
низкий в третьей группе: 1 2 3V V V> > .

Аналогично, можно объяснить выбор тер-
ритории 1 мигрирующим населением терри-
тории 3.

Из табл. 1 и рис. 2 видно, что снижение 
подвижности населения территории 2 проис-
ходит за счет снижения внутренней мигра-
ции и миграции на территорию 3. При этом, 
миграция на территорию 1 снижается при 

70q > . Снижение активности населения тер-
ритории 3 так же происходит за счет сниже-
ния внутренней миграции и миграции во 

Таблица 1. Результаты идентификации параметров при заданных значениях q
[Table 1. Results of the identification of parameter for given values of q]

q
1γ 2γ 3γ 1k 2k 3k

0 0,012343 0,023900 0,015522 –0,004210 –0,002100 –0,000890
0,1 0,012360 0,023902 0,015501 –0,004227 –0,002108 –0,000868
1 0,012516 0,023918 0,015308 –0,004380 –0,002172 –0,000675
5 0,013166 0,023894 0,014443 –0,005055 –0,002412 0,000150

10 0,013853 0,023682 0,013360 –0,005890 –0,002576 0,001076
20 0,014805 0,022756 0,011357 –0,007426 –0,002533 0,002532
30 0,015127 0,021356 0,009669 –0,008698 –0,002088 0,003450
50 0,013337 0,017885 0,006891 –0,010291 –0,000294 0,003720
70 0,014389 0,016807 0,006345 –0,011838 0,001126 0,004197
90 0,014442 0,015391 0,005834 –0,012658 0,002348 0,004119

100 0,014341 0,014725 0,005650 –0,012921 0,002824 0,004037

Рис. 1. Распределение Больцмана при 
различных значениях q

[Fig. 1. Migration from the 1st, 2nd, and 3rd 
groups of the FD q]
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вторую группу ФО. При этом снижение ми-
грации в первую группу будет происходить 
при [ ]20,50q ∈ , а рост при [ ] [ ]0,20 50,70q ∈ ∪ , 
постоянная доля мигрантов будет наблюдать-
ся при [ ]70,200q ∈ . Подвижность населения 
первой группы ФО с ростом q  убывает очень 
медленно, за счет падения внешней миграции 
и роста внутренней. Из результатов, приве-

денных в табл. 1 и на рис. 2, можно сделать 
вывод, что нестабильность миграции населе-
ния в первую группу не способствует росту 
подвижности населения второй и третьей 
групп ФО, а рост внутренней миграции с ро-
стом q  не способствует росту подвижности 
населения первой группы ФО. 

В реальности рост миграции населения не-
гативно влияет на экономику в целом, посколь-
ку, экономические ресурсы концентрируются 
в более развитых регионах, а слабые регионы 
не развиваются из-за оттока населения.

Таким образом, согласно рисункам 1 и 2, 
для трех групп ФО выполняются следующие 
условия: 1 2 3p p p> >  и 1 2 3i i iγ γ γ> > , 1,2,3i = , 
что определяет релевантность рассматривае-
мых территорий.

Оценим рациональность выбора населе-
ния, сравнив модельные результаты со стати-
стическими данными, т. е. реальному процес-
су будем ставить в соответствие некоторое q. 
На рис. 3 ijγ  — отношение числа мигрирую-
щих из i-й группы в j-ю к численности насе-
ления в i-й группы ФО. Для расчета исполь-
зовались данные из [17,19].

В реальности большая часть мигрирую-
щего населения i-й территории мигрирует 
внутри неё, т. е. ii ijγ γ>  и как показано на рис. 
3 не всегда первая группа федеральных окру-
гов является наиболее привлекательной для 
населения второй и третьей группы, а вторая 
не всегда — для населения первой и третьей. 
Так из рис. 3 видно, что для населения, поки-
дающего территорию 1 предпочтительнее 
территория 3, население территории 2 на рас-
сматриваемом промежутке времени коле-
блется в своем выборе, а для населения поки-
дающего третью группу ФО предпочтитель-
нее первая, чем вторая. Из чего следует, что 
население наиболее пригодной территории 
делает наименее рациональный выбор, насе-
ление второй по релевантности территории 
колеблется в выборе, а население наименее 
пригодной территории делает наиболее раци-
ональный выбор.

Это расхождение можно объяснить следу-
ющим образом: в реальности существует мно-
жество факторов, влияющих на миграцию на-
селения между территориями. В модели учтен 

Рис. 2. Миграция из 1, 2 и 3-й группы ФО
[Fig. 2. Migration from the 1st, 2nd, and 3rd groups 

of the FD]
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только один фактор — экономический. При 
этом с 2010 г. наблюдается скачек миграции на-
селения между территориями, это можно объ-
яснить тем, что в 2008–2010 г. в РФ произошел 
экономический кризис, что привело к сокра-
щению рабочих мест и отсутствию экономиче-
ской стабильности в жизни населения, таким 
образом, трудоспособное население в поисках 
лучших условий начало усиленно мигриро-
вать. На рис. 4 изображены графики прогноза 
до 2022 года при значениях 0,20,90q = .

Рис. 3. Реальная миграция из 1, 2 
и 3-й группы ФО

[Fig. 3. Real migration from the 1st, 2nd, and 3rd 
groups of the FD]

Рис. 4. Прогноз численности населения, при 
0q = , 20q = , 90q = ,  imx  — модельные значения 

численности для территории i, iex  — реальные 
значения численности территории i, ix  — 

численность населения территории i млн. чел
[Fig. 4. The forecast of the population with 0q = , 

20q = , 90q = ,  imx  are model values of the 
population for area i, iex  are real values of the 

population of area i, ix  is population of the area i  
in million people]
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Из рис. 4 видно, что значение параметра q 
существенно влияет на прогноз численности 
населения трех групп ФО. Модель прогнози-
рует падение численности на территориях 2 и 
3 и рост на территории 1 с ростом параметра 
q. При этом, при достаточно малых значениях 
q модель прогнозирует падение численности 
на трех территориях ФО. Таким образом, 
можно сделать вывод, что с ростом параметра 
оптимальности q  рост населения в первой 
группе ФО будет происходить за счет прито-
ка населения, в то время как во второй и тре-
тьей группе за счет оттока населения будет 
происходить падение численности. В третьей 
группе федеральных округов наблюдается 
сильное отклонение данных от графика про-
гноза после 2013 г. Это можно объяснить тем, 
что присоединение территории Крыма в 2014 
г. к территории РФ привело к резкому увели-
чению численности населения в третьей 
группе федеральных округов. 

В общем случае сложно определить значе-
ние q  при котором модельные значения чис-
ленности населения были бы наиболее близ-
ким к реальным. Поэтому из рассматривае-
мых значений параметра q  выбирается то, 
которое удовлетворяет этому условию.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведена идентификация параметров, 
характеризующих доли мигрирующего насе-
ления и естественного прироста для модели, 
описывающей динамику численности населе-
ния в трех группах федеральных округов РФ с 
учетом распределения Больцмана. Проведен 
анализ результатов, полученных на основе 
идентификации. Проведено сравнение мо-
дельных и реальных данных. При этом име-
ются расхождения между модельными значе-
ниями параметров миграционных потоков 
между тремя территориями РФ и статистиче-
скими значениями, это можно объяснить на-
личием множества факторов, влияющих на 
миграционные потоки населения, в то время, 
как в модели рассматривается только один – 
экономический. Построены графики прогно-
за при некоторых значениях параметра q .
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