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Аннотация. В настоящей работе исследованы две стратегии защиты от посторонних 
объектов тел, расположенных в узлах квадратной решетки (сетевая структура тел). Речь 
идет о защите самодвижущимися аппаратами, перемещающимися по границе области, в 
которой находится сетевая структура. В работе рассмотрены не только круговые области, 
но и области произвольного вида, а именно, с кусочно-линейной и с выпукло-вогнутой 
гладкой границами. Доказано преимущество модели групповой защиты тел (аппараты 
движутся по границе области большого радиуса) перед моделью защиты каждого тела в 
отдельности (аппараты движутся по окружности диаметра равного шагу решетки). По-
казано, что отношение минимального количества аппаратов, используемых в индиви-
дуальной стратегии защиты, к минимальному количеству аппаратов, используемых для 
групповой стратегии защиты, пропорционально линейному размеру области. Получен-
ные результаты основаны на параметризации модели по линейному размеру области, на 
доказательстве асимптотических соотношений для областей с различными границами и 
на идее вычисления площади внутренней полосы рассматриваемых областей ширины, 
равной длине диагонали квадрата решетки. В свою очередь, при групповой стратегии за-
щиты сетевой структуры тел достигается единичная вероятность обнаружения посторон-
него объекта, если самодвижущиеся аппараты перемещаются вдоль границы на рассто-
янии обзора локатора между соседними аппаратами (по траектории движения) равном 
удвоенному радиусу обзора. Данная задача возникает в связи с интенсивным изучением 
структур, порождаемых самодвижущимися частицами. При этом число самодвижущихся 
частиц предполагается достаточно большим, что вызывает определенные трудности при 
их технической реализации.
Ключевые слова: индивидуальная защита, групповая защита, площадь полосы, квадрат-
ная решетка, самодвижущиеся аппараты, кривизна, выпукло-вогнутая граница.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время внимание исследова-
телей сосредоточено на изучении структур, 
порождаемых группами самодвижущихся ча-

стиц (см., например, [1]). Анализ этих струк-
тур приводит к необходимости решения 
различных задач, связанных с теорией ди-
намических систем. Модельными объекта-
ми могут быть системы частиц, изучаемые в 
рамках статистики Максвелла — Больцмана, 
Ферми — Дирака и Бозе — Эйнштейна. Число 
самодвижущихся частиц, как правило, счита-
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ется достаточно большим. В частности, такие 
предположения используются при моделиро-
вании движения транспортных средств, тол-
пы и стаи [2, 3], финансовых рынков и других 
социально-экономических систем [1]. В связи 
с этим следует отметить модель квантовой 
экономики [4], в которой большое количе-
ство самодвижущихся частиц приводит к по-
явлению синергетических эффектов, т. е. к не-
линейной (экспоненциальной или степенной) 
зависимости характеристик модели от числа 
частиц.

В то же время системы самодвижущихся 
частиц аналогичны по механическим свой-
ствам системам мобильных роботов, для 
описания которых используются модели 
дифференциальных игр (см., например, [5]), 
лежащие в основе систем искусственного ин-
теллекта. В рамках этих моделей решаются 
различные задачи: определение кратчайшей 
траектории робота или группы роботов, ох-
ватывающей всю область наблюдения (см., 
например, [6]), поиск минимального коли-
чества роботов, гарантирующих захват [7], 
и многие другие. В последнее время особый 
интерес приобретают задачи защиты сетевых 
структур тел с помощью систем самодвижу-
щихся частиц. Исследования по этой темати-
ке ведутся в двух направлениях: первое осно-
вано на моделях случайных графов [8–10], а 
второе — на моделях стохастической геоме-
трии [11–13]. В настоящей работе планирует-
ся продолжить геометрический подход.

В работе [12], развивая результаты работы 
[11], для группы тел (назовем ее сетевая 

структура), расположенных в узлах квадрат-
ной решетки, содержащейся в круговой обла-
сти большого радиуса, пропорционального 

, 1m m , рассмотрено две модели защиты. 
Модель 1 (рис. 1) предполагает защиту от 
проникновения постороннего объекта (на 
рис. 1 указан стрелкой) в каждый узел отдель-
ной группой аппаратов, движущихся по 
окружности диаметра равного шагу решетки, 
модель 2 (рис. 1) предполагает защиту сете-
вой структуры одной группой аппаратов, 
движущихся по окружности большого радиу-
са. Доказано, что ( ) ( )1 2/M m M m m , где 

( )iM m  — минимально необходимое число 
аппаратов для защиты по модели i, = 1,2i . 
Таким образом, для защиты по модели 2 тре-
буется приблизительно в m  раз меньше аппа-
ратов, чем для защиты по модели 1.

В свою очередь, асимптотические форму-
лы, полученные в работах [14–16] для числа 
узлов квадратной решетки, находящихся в 
круговой области, базируются на использова-
нии оценок Ф. Гаусса, построенных на основе 
вычисления площади полосы, проходящей 
вдоль границы круговой области. Однако 
рассмотрение лишь круговых областей суще-
ственно ограничивает практическое приме-
нение полученных в [12] результатов. А ис-
пользование идеи Гаусса может позволить 
распространить эти результаты на сетевые 
структуры, содержащиеся в плоских обла-
стях более общего типа.

В настоящей работе для сетевой структу-
ры, расположенной в различных областях с 
размерами, пропорциональными , 1,m m  

Рис. 1. Модель 1 (слева), модель 2 (справа)
Fig. 1. Model 1 (left), model 2 (right)
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были получены асимптотические формулы 
для отношения минимального количества ап-
паратов (двигаются по границе области), ис-
пользуемых для групповой стратегии, к ми-
нимальному количеству аппаратов (двигают-
ся по окружности диаметра равного шагу ре-
шетки), используемых в индивидуальной 
стратегии. Речь идет о многоугольнике и об 
области с выпуклой или с выпукло-вогнутой 
гладкой границей. Если в первом случае ре-
шение базируется на геометрическом подхо-
де, то во втором случае дополнительно потре-
бовалось предположить ограниченность мо-
дуля кривизны границы области. Получен-
ные результаты основаны на идее Гаусса о 
вычислении площади внутренней полосы 
рассматриваемых областей ширины, равной 
длине диагонали квадрата решетки. Показа-
но, что сохраняется существенное преимуще-
ство (пропорционально линейному размеру 
m) модели 2 по сравнению с моделью 1.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть на плоскости задана непрерывная, 
замкнутая и несамопересекающаяся кривая Γ. 
По теореме Жордана (см., например [17, тео-
рема 0.5]) множество 2 \R Γ  состоит из двух 
линейно связных областей. Обозначим G 
ограниченную (кривой Γ) компоненту связ-
ности.

Предположим, что множество G  содер-
жит квадрат 1h  со стороной / 2h . Подвер-
гнем плоскость растяжению по обеим коор-
динатам в 1m  раз. Обозначим ,mG  ,mΓ  1hm 
результаты такого растяжения области ,G  
кривой Γ  и квадрата 1h. Построим на плоско-
сти квадратную решетку со стороной квадра-
та / 2h  так, чтобы стороны квадрата 1mh ле-
жали на прямых, составляющих решетку. 
Обозначим ( )N mG  число узлов решетки, со-
держащихся в множестве .mG  Очевидно, что 
выполняется неравенство 

( ) 2.N mG m≥                         (1)
Около каждого узла решетки опишем 

окружность диаметром / 2h  и на ней рас-
положим центры кругов диаметром , ,d d h  
так, чтобы их угловые расстояния между цен-

трами соседних кругов совпадали, а сами кру-
ги пересекались. Минимальное число k  кру-
гов, покрывающих одну окружность, удов-
летворяет соотношению 

1.
2 2arcsin arcsin

k
d d

h h

π π
≤ ≤ +          (2)

Тогда минимальное число ( )1M m  кругов, по-
крывающих все окружности, вследствие (1) 
удовлетворяет неравенству 

( ) 2
1 .M m m k≥                            (3)

Обозначим ( )=L L Γ  длину кривой .Γ  
Расположим на кривой mΓ  центры кругов 
диаметром d  так, чтобы центры соседних 
кругов были удалены друг от друг на расстоя-
ние d  вдоль кривой mΓ  и чтобы кривая mΓ  
была полностью покрыта кругами. Тогда ми-
нимальное число ( )2M m  таких кругов удов-
летворяет неравенству 

( )2
mLM m
d

≤ .                            (4)

Из формул (3), (4) следует, что 
( )
( )

2

1

0,
M m L m
M m mdk

≤ → →∞.              (5)

Для определенных классов кривых плани-
руется улучшить оценку (5) следующим обра-
зом. Каждой точке A m∈ Γ сопоставим круг 
радиуса h и обозначим hA  пересечение этого 
круга с областью .G  Определим полосу 

=h
h

A m

m A
∈ Γ

Γ


 ширины .h  Справедливо нера-
венство 

( )
( ) ( )

2 =
hmes mG mes m

N mG
h
− Γ

≥

=
( ) ( )2

2

hm mes G mes m
h
− Γ

,                 (6)

в котором ( )mes Q  — лебегова мера множе-
ства .Q  Предположим, что при > 0, ,M M R∈  
выполняется неравенство 

( ) ,hmes m mMΓ ≤                       (7)
 тогда 

( )
( ) ( ) ( )( )

2
2

2
1

=
h

M m mLh
M m dk m mes G mes m

≤
− Γ
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( )

2

.Lh
Mmdk mes G
m

=
 − 
 

                (8)

Остановимся на двух частных случаях множе-
ства ,mG  для которых удается подобрать кон-
станту :M  многоугольник, односвязная об-
ласть с гладкой выпукло-вогнутой границей.

2. МНОГОУГОЛЬНИК

Пусть область mG  является многоуголь-
ником с границей mΓ. На рис. 2 изображена 
внутренняя полоса hmΓ  многоугольника ши-
риной .h

Теорема 1. Площадь полосы hmΓ  многоу-
гольника mG  с внутренними углами iα , 

= 1,..., ,i n  удовлетворяет неравенству 

( )
2

=1
, = ctg

2

n
h i

i

hmes m mM M Lh
m

α
Γ ≤ −∑ .  (9)

Доказательство. Пусть граница mΓ  мно-
гоугольника состоит из отрезков 1,..., nm mΓ Γ  
(сторон многоугольника). На каждом отрезке 

imΓ  построим внутри области mG  прямоу-

гольник высотой h. Рассмотрим три случая: 

1) 0,
2i
πα  ∈ 

 
; 2) ,

2i
πα π ∈ 
 

; 3) ( ), 2iα π π∈  

(рис. 3). Из рис. 3 автоматически следует не-
равенство (9). Теорема доказана.

3. МНОЖЕСТВА С ГЛАДКОЙ ГРАНИЦЕЙ

Пусть несамопересекающаяся, замкнутая 
кривая Γ задана периодической с периодом T  
гладкой функцией ( ) ( )( ),x t y t , а ее кривизна 

( )
( ) ( )( )3/22 2

= , 0y x y xk t t T
x y

′′ ′ ′ ′′−
≤ ≤

′ ′+
, при некото-

ром K  удовлетворяет неравенству 
0
max | ( ) |= <

t T
k t K

≤ ≤
∞

0
max | ( ) |= <

t T
k t K

≤ ≤
∞.

Выпуклые множества. Пусть область mG 
является выпуклой и кривая mΓ имеет во 
всех точках положительную кривизну, не 
превосходящую /K m  (рис. 4). 

Теорема 2. Площадь полосы hmΓ  выпуклой 
области mG  удовлетворяет неравенству 

( )
27, = .

36
h Lmes m mM M LhΓ ≤ +         (10)

Доказательство. Разобъем кривую mΓ  на 
n смежных участков длины = /mL nσ , где 

( )> max 3 , .n LK m                      (11)

Каждый участок кривой mΓ  длины σ  замк-
нем отрезком (рис. 4). Из определения кри-
визны следует, что угол γ  между касательны-
ми к крайним точкам участка длины σ  (см. 
рис. 8) не превосходит /K mσ  (см. [18, Гл. VII, 
§ 5]). Тогда площадь S  получившейся криво-
линейной трапеции, ограниченной сверху 
площадью треугольника с основанием длины 

Рис. 2. Внутренняя полоса многоугольника
Fig. 2. The inner band of the polygon

Рис. 3. Случай 1 (слева), случай 2 (по центру), случай 3 (справа)
Fig. 3. Case 1 (left), case 2 (center), case 3 (right)
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σ  и углами 1 2, < / ,K mα α γ σ≤  удовлетворя-

ет неравенству ( )2 tg /
2

K m
S

σ σ
≤ .

Рассмотрим ряд Тейлора функции 
tg , 0 1/ 3,x x≤ ≤  в окрестности точки 0  с оста-
точным членом в форме Лагранжа: 

( )
2

2
3/22

sintg = tg = <
2 1 sin

xx x x x θθ
θ

′′+ +
−

( )
2

3/22

7< , 0 < < < 1/ 3.
61

xx x xθ θ
θ

< +
−

Отсюда следует, что при условии 1<
3

K
m
σ  вы-

полняется неравенство 
37 ,

12
KS

m
σ

≤  а при ус-

ловии (11) суммарная площадь криволиней-
ных трапеций не превосходит 

27 .
36
mL  Добав-

ляя суммарную площадь mLh  прямоугольни-
ков с высотой ,h  примыкающих основанием 
к криволинейным трапециям, получаем соот-
ношение (10). Теорема доказана.

Выпукло-вогнутая граница. Пусть кри-
визна ( )k t  кривой Γ  меняет на отрезке [ ]0,T  
знак 2I  раз: ( ) 0k t ≥  на отрезках [ ]10,T , 
[ ] ( )2 3 2 12 1, ,..., , IIT T T T −−

 
  и ( ) < 0k t  на интерва-

лах ( ) ( ) ( )1 2 3 4 2 1, , , ,..., , ,IT T T T T T−  где 0 1 20 = < < ... = .IT T T T< 

0 1 20 = < < ... = .IT T T T<  Точки 0 1 2 2 1, , ,..., IT T T T −  смены 
знака кривизны кривой Γ можно интерпрети-
ровать как точки перегиба (перехода от выпу-
клой к вогнутой части кривой Γ). Обозначим 

1 2,..., IΓ Γ  части кривой ,Γ  определяемые усло-
виями ( ) ( )( ) 1, , ,1 2 .i ix t y t T t T i I− ≤ ≤ ≤ ≤   

Теорема 3. Площадь полосы hmΓ  области 
mG  удовлетворяет неравенству 

( ) ,hmes m mMΓ ≤                      (12)
22 2

2

7 7 1 7= 1 .
18 18 9
L LK L LM Lh h

m m m
   + + + + +   
   

Доказательство. Выделим в полосе hmΓ  
части 1 2,...,h h

Im mΓ Γ  и положим ( ) = , = 1,..., 2 .i iL L i IΓ  
( ) = , = 1,..., 2 .i iL L i IΓ  Разобьем кривую imΓ  на in  участ-

ков длины = / ,i i imL nσ  полагая 2 1 1= ,Iσ σ+  

1 2 1 2
> max(3 , ), = 1, , 2 ,maxmin i i

i I i I
n L K m i I

≤ ≤ ≤ ≤
    (13)

и каждый участок замкнем отрезком. Тогда 
справедливы неравенства 

1< , = 1, , 2 .
3

i K i I
m
σ



Рассмотрим участки 2 1, = 1,..., ,im i I−Γ  и 
присоединим к построенным отрезкам пря-
моугольники высоты .h  Тогда по аналогии с 
(10) получаем неравенство 

( )2 1 2 1,
h

i imes m mM− −′Γ ≤             (14)
2
2 1

2 1 2 1
7= , = 1,..., .

36
i

i i
LM L h i I−

− −′ +

Перейдем к случаю отрицательной кри-
визны, т. е. к участкам 2 , = 1,...,im i IΓ . Каждый 
участок кривой 2imΓ  длины 2iσ  замкнут от-
резком. Построим на каждом отрезке, как на 
основании, прямоугольник высоты 

( )2 2tg / ,i i K m hσ σ +  имеющий непустое пере-
сечение с mG (рис. 5). Тогда площадь каждого 
построенного прямоугольника 

( )( )2 2 2 2tg / ,i i i iS K m hσ σ σ≤ +  а суммарная 

Рис. 4. Выпуклое множество G  с гладкой границей Γ  (слева) и частичная граница iΓ  (справа)
Fig. 4. Convex set G  with smooth border Γ  (left) and partial border iΓ  (right)
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площадь получившихся прямоугольников бу-
дет не превосходить 2 ,imM ′  где 

2
2

2 2
7= , = 1,..., .
18

i
i i

LM L h i I′ +            (15)

Однако между боковыми сторонами прямоу-
гольников высоты ( )2 2tg / ,i i K m hσ σ +  могут 
возникнут пересекающиеся с mG  круговые 
сектора (рис. 5). 

Углы между сторонами соседних прямоу-
гольников не превосходят 22 / .i K mσ  Поэто-
му площадь кругового сектора secS  удовлет-
воряет соотношению 

2
2 2

2
21= tg

2
i i

sec i
K KS h

m m
σ σσ + ≤ 

 
22

2 27 .
6

i iK Kh
m m

σ σ 
≤ + 
 

Суммарная площадь рассматриваемых круго-
вых секторов не превосходит 2 ,imM ′′  где 

2
2 2

2
7= , = 1,..., .
18

i i
i

L K LM h i I
m

 ′′ + 
 

     (16)

Рассмотрим круговые сектора между пря-
моугольниками на границе участков кривых 

2 1 2,i im m−Γ Γ  и на границе участков кривых 
2 2 1,i im m +Γ Γ  (рис. 6), полагая 2 1 1= .Iσ σ+  Для 

этого увеличим высоту h  прямоугольников 
на границе указанных кривых на величину 

2 2tg( / ).i i K mσ σ  Заметим, что углы между сто-
ронами достроенных прямоугольников не 
больше 2 / .i K mσ  Оценим суммарную пло-
щадь получившихся секторов и добавленных 
прямоугольников: 

2
2 2 2

2 2 1 2
=1

tg tg
2

I
i i i

i i i
i

K K Kh
m m m

σ σ σσ σ σ−
  + + +  
   

∑
2

2 2 2
2 2 1 2

=1
tg tg

2

I
i i i

i i i
i

K K Kh
m m m

σ σ σσ σ σ+
  + + + ≤  
   

∑

( )
22 2

2 2 2
2 1 2 1

=1

7 7
6 6

I
i i i

i i
i

K K Kh
m m m

σ σ σ σ σ− +

  
 ≤ + + + ≤ 
   

∑

( )
22

2 2 2
2 1 2 1

=1

7 7
6 18

I
i i i

i i
i

K K Lh L L
m m m

σ σ
− +

  
 ≤ + + + ≤ 
   

∑
2 2

2 2

7 7 = .
18 9

LK L Lm h mM
m m

   ′′′≤ + +  
   

     (17)

Таким образом, при выполнении условий 
(13) из неравенств (14)–(17) получаем соотно-
шение 

( )hmes mΓ ≤

( )2 1 2 2
=1 =1

.
I I

l l l
l l

m M M M M mM−
 ′ ′ ′′ ′′′≤ + + + ≤ 
 
∑ ∑ (18)

Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты обеспечивают 
единичную вероятность обнаружения посто-
роннего объекта при защите сетевой струк-
туры при групповой стратегии, если самодви-
жущиеся аппараты перемещаются вдоль гра-
ницы Γ  на расстоянии обзора локатора меж-
ду соседними аппаратами (по траектории 
движения) равном удвоенному радиусу обзо-

Рис. 5. Прямоугольник на участке кривой 2imΓ  длины 2iσ  и круговой сектор 
между прямоугольниками на этом участке

Fig. 5. A rectangle on a section of the curve 2imΓ  with length 2iσ  and a circular sector 
between the rectangles on this section
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ра. Минимальное число самодвижущихся ап-
паратов, требуемое для обнаружения посто-
роннего объекта при защите сетевой струк-
туры, для стратегии индивидуальной защиты 
превосходит аналогичное число при страте-
гии групповой защиты в число раз, пропор-
циональное линейному размеру области. 
Этот результат получен как для области, 
представляющей собой произвольный мно-
гоугольник, для выпуклой области и выпук-
ло-вогнутой с ограниченной по модулю кри-
визной. 
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