
19ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2020, № 4

УДК 519.862.6
DOI: https://doi.org/
Поступила в редакцию 29.10.2020
Подписана в печать 02.02.2021

ПОСТРОЕНИЕ СТЕПЕННО-ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ РЕГРЕССИОННЫХ 
МОДЕЛЕЙ И ИХ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

© 2020 М. П. Базилевский

Иркутский государственный университет путей сообщения
ул. Чернышевского, 15, 664074 Иркутск, Российская Федерация

Аннотация. Настоящая статья посвящена разработке и исследованию новых структур-
ных спецификаций регрессионных моделей. Предложено два обобщения производствен-
ной функции Кобба — Дугласа: степенно-показательная регрессия со степенями в виде 
линейных комбинаций объясняющих переменных и в виде линейных комбинаций на-
туральных логарифмов объясняющих переменных. Аппроксимационные качества этих 
моделей всегда не хуже, чем для производственных функций Кобба — Дугласа. Модели 
первого типа прекрасно подходят для прогнозирования значений зависимой перемен-
ной, но возникает проблема с содержательной интерпретацией их оценок. Для моделей 
второго типа доказано, что коэффициент эластичности функции регрессии по конкрет-
ной объясняющей переменной не зависит от её значения и представляет собой линейную 
комбинацию натуральных логарифмов оставшихся переменных. Поэтому оценки таких 
моделей вполне можно интерпретировать. Кроме того, на основе моделей второго типа 
по заданным значениям коэффициентов эластичности можно определять прогнозные 
значения объясняющих и объясняемой переменной. Построены четыре регрессионных 
модели зависимости объемов пассажирских перевозок железнодорожного транспорта 
Иркутской области от числа собственных легковых автомобилей, цен на проезд в поезде 
и цен на перелет в самолете. Дана подробная интерпретация степенно-показательной ре-
грессии со степенями в виде линейных комбинаций натуральных логарифмов объясня-
ющих переменных. На основе этой модели построены графики изменения эластичности 
объема перевозок по каждой объясняющей переменной от времени и получены прогноз-
ные значения объясняющих и объясняемой переменной.
Ключевые слова: регрессионная модель, производственная функция, степенно-показа-
тельная регрессия, функция Кобба — Дугласа, коэффициент эластичности, пассажирские 
перевозки железнодорожного транспорта.
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ВВЕДЕНИЕ

Признанным во всем мире инструментом 
анализа данных является регрессионный ана-
лиз [1, 2]. Первоочередной проблемой, с кото-
рой сталкивается исследователь при постро-
ении регрессионной модели, является выбор 
её спецификации, т.е. состава переменных и 
математической формы связи между ними. 
К настоящему времени разработан значи-
тельный арсенал форм связи между пере-

менными, описание большинства из которых 
можно найти в работах [3–8].

Чаще всего регрессионный анализ начи-
нается с оценивания самой простой зависи-
мости — модели множественной линейной 
регрессии [1–3]:

0
1

m

i j ij i
j

y xα α ε
=

= + +∑ ,    1,i n= ,         (1)

где iy , 1,i n=  — наблюдаемые значения объяс-
няемой (выходной) переменной y; ijx , 1,i n= , 

1,j m=  — наблюдаемые значения объясняю-
щих (входных) переменных 1x , 2x , …, mx ; iε , 

1,i n=  — ошибки аппроксимации; 0α , 1α , 2α , 
…, mα  — неизвестные параметры.
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Оценки параметров 1α , 2α , …, mα  модели 
(1) легко интерпретировать. Например, оце-
ненный коэффициент sα  (1 s m≤ ≤ ) при пере-
менной sx  показывает, что с изменением sx  на 
1 единицу (при неизменных значениях осталь-
ных переменных), значение выходного пока-
зателя y  изменится в среднем на sα  единиц.

В [4] приводится описание линейно-муль-
типликативных регрессий (ЛМР) вида

2 1

0
1 1

m

jk
m

i j ik i
j k

y xλα α ε
−

= =

= + +∑ ∏ ,  1,i n= ,     (2)

где jkλ  — элементы бинарной матрицы 
(2 1)m m− ×

Λ , 
строками которой являются размещения с 
повторениями из m  элементов по 2 (без нуле-
вой строки).

Дать интерпретацию оценкам параметров 
ЛМР (2) не представляется возможным. Од-
нако можно интерпретировать частные про-
изводные её оцененного уравнения по объяс-
няющим переменным.

Модели (1)–(2) являются линейными по 
параметрам, поэтому без труда оцениваются 
с помощью метода наименьших квадратов 
(МНК).

В эконометрике особое внимание уделяет-
ся вопросам построения производственных 
функций (ПФ). В работах [5–8] можно найти 
описание следующих ПФ: линейной, Леон-
тьева, Кобба — Дугласа, CES, Солоу, Джири, 
логарифмической, Реванкара (с линейной 
эластичностью замещения, LES), Сато, Лу — 
Флетчера, Лиу — Хильдебранда, Кадияла, 
Бруно, Сато —Гофмана, Солоу — Мукерджи.

Для ПФ Кобба — Дугласа оценивается сте-
пенная модель:

0
1

j
m

i ij i
j

y xαα ε
=

= ∏ ,  1,i n= .             (3)

Известно [8, 9], что оцененный коэффи-
циент sα  (1 s m≤ ≤ ) степенной модели (3) ха-
рактеризует эластичность ПФ по соответ-
ствующей переменной. Иными словами, sα  
показывает, что с изменением переменной sx  
на 1 %, значение выходного показателя y  из-
менится в среднем на sα  %.

Как видно, в модель (3) ошибки входят 
мультипликативно, поэтому её можно лине-
аризовать с помощью логарифмирования и 
оценивать на основе МНК.

В работе [10] рассмотрены вопросы по-
строения ПФ Леонтьева через оценивание 
кусочно-линейных регрессионных моделей. 
В [11] предложено обобщение ПФ Леонтье-
ва — индексная регрессия. Для оценки мо-
делей в [10] и [11] используется метод наи-
меньших модулей (МНМ). Успешная попытка 
оценивания двухфакторных кусочно-линей-
ных регрессий с помощью МНК была пред-
принята в работе [12].

В работе [13] на основе объединения двух 
производств предложена обобщенная ПФ 
Кобба — Дугласа:
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i ij ij i

j j

y x xα βα β ε−

= =

= + +∏ ∏ ,  1,i n= .    (4)

А в работе [14] предложено обобщение 
ПФ Кобба — Дугласа за счет включения в неё 
переменной времени:

( ) 0 1 0 1
0 1 1 2

t t
i i i iy t x xβ β γ γα α ε+ += + ,  1,i n= .    (5)

Как видно, в настоящее время активно 
ведутся исследования в области разработки 
новых и вполне интерпретируемых регресси-
онных моделей с интересными свойствами. 
Целью данной работы является обобщение 
ПФ Кобба — Дугласа на основе использова-
ния степенно-показательных функций [15] 
и его применение для моделирования пас-
сажирских перевозок железнодорожного 
транспорта Иркутской области.

1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Введем степенно-показательную регрес-
сию (СПР) со степенями в виде линейных 
комбинаций объясняющих переменных:
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=

∑
= ⋅∏ ,   1,i n= ,        (6)

где 0α , jkα , 1,j m= , 0,k m=  — неизвестные 
параметры, общее количество которых 

2( 1)m m+ + .
Очевидно, что ПФ Кобба — Дугласа (3) яв-

ляется частным случаем модели (6) при 0jkα = , 
1,j m= , 1,k m= .
Модель (6) является нелинейной, однако 

легко линеаризуется с помощью логарифми-
рования:
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Построение степенно-показательных регрессий
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Сделав в (7) замены lni iz y= , 0 0lnc α= , 
lnij ijv x= , lnijk ik ijw x x= , lni iu ε= , получим ли-

нейную регрессию:
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m

i j ij
j

z c vα
=

= + +∑

1 1

m m

jk ijk i
j k

w uα
= =

+ +∑∑ ,  1,i n= .          (8)

Неизвестные параметры модели (8) могут 
быть найдены с помощью метода наимень-
ших квадратов (МНК).

Понятно, что аппроксимационные каче-
ства СПР (6) всегда будут не хуже, чем у моде-
лей Кобба — Дугласа (3), поскольку первые 
содержат на 2m  больше неизвестных параме-
тров, чем последние. Кроме того, за счет 
меньшего числа степеней свободы, СПР мо-
гут быть лучше по качеству, чем линейные ре-
грессии (1). Отсюда можно сделать вывод, что 
СПР (6) прекрасно подходят для прогнозиро-
вания значений зависимой переменной. Но 
возникает проблема с содержательной интер-
претацией оценок их параметров.

Как отмечено выше, оценки параметров 1α , 
..., mα  ПФ Кобба — Дугласа (3) равны коэф-
фициентам эластичности по соответствую-
щим переменным. Коэффициент эластично-
сти 

syxÝ  функции нескольких переменных 
( )1 2, ,..., my f x x x=  по переменной sx  находит-

ся по формуле:

( )lns

s s

x
yx s s x

y
x x y

y
′ ′= =Ý .            (9)

Пусть оцененная с помощью МНК модель 
(7) имеет вид
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j j
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= + +∑ 
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m m

jk k j
j k

x xα
= =

+∑∑  ,                 (10)

где 0α , jkα , 1,j m= , 0,k m=  — оценки параме-
тров.

Определив частную производную функ-
ции (10) по переменной sx  и подставив её в 

(9), получим коэффициент эластичности оце-
ненной СПР (6) по переменной sx  (1 )s m≤ ≤ :

( )0 1 ln
syx s ss s sx xα α= + + +



 Ý

{ } { }1,..., \ 1,..., \
lnsk k s js j

k m s j m s
x x xα α

∈ ∈

+ +∑ ∑  .    (11)

Как видно, выражение (11) оказалось в 
значительной степени нелинейными, поэто-
му проблема содержательной интерпретации 
оценок СПР (6) остается открытой.

Введем СПР со степенями в виде линей-
ных комбинаций натуральных логарифмов 
объясняющих переменных:
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k

m x

i ij i
j

y x
α α

α ε=

+

=

∑
= ⋅∏ , 1,i n= .     (12)

Прологарифмировав выражение (12), по-
лучим:
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ln ln ln
m

i j ij
j

y xα α
=

= + +∑

1 1
ln ln ln

m m

jk ik ij i
j k

x xα ε
= =

+ +∑∑ ,  1,i n= .  (13)

Нетрудно заметить, что в (13) в двойной 
сумме регрессоры ln lnik ijx x  при коэффици-
ентах jkα  и kjα  ( )j k≠  одинаковы. Следова-
тельно, МНК-оценки линейной регрессии 
(13) невозможно получить из-за совершен-
ной коллинеарности факторов. В этой связи 
введем ограничения на параметры модели 
(12).

Будем считать, что в СПР (12) jk kjα α= , 
при j k≠ . Тогда эта модель будет иметь 

2

2 1
2

m m m
 −

+ + 
 

 неизвестных параметров, а 

выражение (13) примет вид:
2

0 0
1 1

ln ln ln ln
m m

i j ij jj ij
j j

y x xα α α
= =

= + + +∑ ∑
1

1 1
2 ln ln ln

m m

jk ik ij i
j k j

x xα ε
−

= = +

+ +∑ ∑ ,  1,i n= .   (14)

Сделав в (14) замены lni iz y= , 0 0lnc α= , 
lnij ijv x= , 2lnij ijd x= , 2ln lnijk ik ijq x x= , lni iu ε= , 

получим линейную регрессию:
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Пусть оцененная с помощью МНК модель 
(14) имеет вид

2
0 0

1 1
ln ln ln ln

m m

j j jj j
j j

y x xα α α
= =

= + + +∑ ∑  

1

1 1
2 ln ln

m m

jk k j
j k j

x xα
−

= = +

+ ∑ ∑  .            (16)

Определив частную производную функ-
ции (16) по переменной sx  и подставив её в 
(9), получим коэффициент эластичности оце-
ненной СПР (12) по переменной sx :

{ }
0

1,..., \
2 ln 2 ln

syx s ss s sk k
k m s

x xα α α
∈

= + + ∑

  Ý .  (17)

Как видно, коэффициент эластичности 
(17) оцененной СПР (12) по переменной sx  за-
висит от её значения, что затрудняет его ин-
терпретацию. Поэтому обнулим в модели (12) 
параметры jjα , 1,j m= :

{ }
0

1,..., \

ln

0
1

j jk ik
k m j

xm

i ij i
j

y x
α α

α ε∈

+

=

∑
= ⋅∏ ,   1,i n= .   (18)

Эта модель содержит 
2

1
2

m m m
 −

+ + 
 

 не-

известных параметров, а её МНК-оценки сле-
дует находить в соответствии с (15).

Тогда, с учетом (17), для оцененной СПР 
(18) коэффициент эластичности по перемен-
ной sx :

{ }
0

1,..., \
2 ln

syx s sk k
k m s

xα α
∈

= + ∑

 Ý .       (19)

Таким образом, коэффициент эластично-
сти (19) по переменной sx  не зависит от того, 
какое значение она принимает, а зависят от 
значений других объясняющих переменных. 
Поэтому при их фиксации для оцененной 
СПР (18) коэффициент эластичности по пе-
ременной sx  является константой и его мож-
но интерпретировать следующим образом: с 
изменением sx  на 1 % переменная y  меняет-
ся с среднем на 

syxÝ  %.
В уравнении (19) коэффициент 2 skα  пока-

зывает, на сколько изменится коэффициент 
эластичности функции по переменной sx , 
если переменная kx  изменится в e  раз.

То, что коэффициент эластичности (19) 
является линейной комбинацией натураль-
ных логарифмов объясняющих переменных, 
можно использовать для прогнозирования 

значений объясняющих и объясняемой пере-
менной по следующему сценарию. Предполо-
жим, что исследователь может назначить ко-
эффициенты эластичности 

1yx
Ý , 

2yx
Ý , ..., 

myx
Ý  по 

каждой объясняющей переменной, характе-
ризующие состояние исследуемого социаль-
но-экономического процесса в будущем. Тог-
да, с учетом (19), для нахождения прогнозных 
значений требуется решить систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно 
переменных jv , 1,j m= :
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Ý
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Ý

     (20)

Пусть система (20) имеет решение: *
j jv v= , 

1,j m= . Тогда прогнозные значения объясня-
ющих переменных находятся по формулам 

*
jv

jx e= , 1,j m= .

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Моделированию объемов перевозок на 
железнодорожном транспорте посвящено 
множество научных работ (см., например, 
[16–18]). При этом, как показывает анализ 
литературных источников, очень много ра-
бот связано с построением регрессионных 
моделей грузовых перевозок, а моделиро-
ванию пассажирских перевозок уделяется 
гораздо меньше внимания. Поэтому было 
принято решение для демонстрации предло-
женного выше математического аппарата по-
строить регрессионную модель отправления 
пассажиров железнодорожного транспорта 
Иркутской области.

Сначала для построения модели на офи-
циальном сайте Федеральной службы госу-
дарственной статистики были собраны годо-
вые данные (табл. 1) за период 2000 – 2018 гг. 
по следующим показателям:

y — отправление пассажиров железнодо-
рожным транспортом общего пользования 
(тыс. человек);
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1x  — число собственных легковых автомо-
билей на 1000 человек населения (штук);

2x  — средние потребительские цены на 
проезд в пригородном поезде (поездка) за де-
кабрь (руб.);

3x  — средние потребительские цены на по-
лет в салоне экономического класса самолета 
(в расчете на 1000 км пути) за декабрь (руб.).

Как видно, объясняющая переменная 1x  
связана с автомобильным транспортом, 2x  – 
с железнодорожным, 3x  – с воздушным.

Построенная по этим данным модель мно-
жественной линейной регрессии имеет вид

1 1
( 3,122)

35227,8 67,145y x
−

= − −

2 3
( 3,419) (3,458)

284,329 1,203x x
−

− + ,              (21)

для которой коэффициент детерминации 
2 0,8897R = , сумма квадратов остатков 

2 71260504e =∑ . В скобках под коэффициен-
тами указаны значения t-критериев Стьюден-
та, указывающие на значимость всех трех пе-
ременных.

Интерпретация модели (21): с увеличени-
ем числа легковых автомобилей на 1000 чело-
век населения 1x  на 1 штуку (при неизменных 

2x  и 3x ) перевозки пассажиров y  снижаются 
в среднем на 67145 человек; с увеличением 
цены на проезд в пригородном поезде 2x  на 
1 руб. (при неизменных 1x  и 3x ) перевозки 
пассажиров y  снижаются в среднем на 284329 
человек; с увеличением цены на полет в сало-
не самолета 3x  на 1 руб. (при неизменных 1x  и 

2x ) перевозки пассажиров y  возрастают в 
среднем на 1203 человека.

Полученные результаты согласуются с эко-
номическим смыслом задачи. Так, чем больше 
обеспеченность населения собственным авто-
мобильным транспортом, тем меньше спрос 
на услуги железнодорожного транспорта. Чем 
выше цены на проезд в поезде, тем ниже спрос 
на перевозки. А чем выше цены на полет в са-
молете, тем выше спрос на железнодорожные 
перевозки.

Для построения ПФ Кобба — Дугласа сна-
чала была оценена прологарифмированная 
модель

2 1
( 2,606)

ln 11,524 0,603lny x
−

= − −

2 3
( 4,367) (6,145)
0, 47 ln 0,356lnx x
−

− + ,            (22)

для которой 2 0,9236R = .
Тогда ПФ Кобба — Дугласа имеет вид

0,603 0,47 0,356
2 1 2 3101100y x x x− −= ⋅ ⋅ ⋅ ,       (23)

для которой 2 65823179e =∑ . Как видно, по 
этому показателю качество модели (23) выше, 
чем у (21).

Интерпретация модели (23): с увеличени-
ем числа легковых автомобилей на 1000 чело-
век населения 1x  на 1% перевозки пассажи-
ров y  снижаются в среднем на 0,603 %; с 
увеличением цены на проезд в пригородном 
поезде 2x  на 1% перевозки пассажиров y сни-
жаются в среднем на 0,47 %; с увеличением 
цены на полет в салоне самолета 3x  на 1% пе-
ревозки пассажиров y  возрастают в среднем 
на 0,356 %.

Для построения СПР со степенями в виде 
линейных комбинаций объясняющих пере-
менных (6) сначала была оценена пролога-
рифмированная модель

Таблица 1. Статистические данные
[Table 1. Statistical data]

Год y x1 x2 x3

2000 22133 138,8 5,41 1000,63
2001 23216 140 7,6 1058,38
2002 23363 147,2 8,6 1272,93
2003 25122 151,6 11,2 1804,49
2004 26435 156,5 11,2 1962,69
2005 26247 143,3 12,8 2819,53
2006 27817 154,8 12,8 3529,62
2007 28501 169,2 14 4811,21
2008 28757 188,2 16 6590,97
2009 22427 189,8 20 6202,74
2010 19774 202,6 20 5633,74
2011 18059 224,3 23 5863,89
2012 17266 251,5 25 5888,33
2013 14930 271,8 28 3554,45
2014 14161 270,5 30 3641,52
2015 12967 271,3 36 5095,42
2016 12998 242,7 40 5297,99
2017 12003 246,2 44 5129,7
2018 11796 245,6143 46 4669,4



24 PROCEEDINGS OF VSU, SERIES: SYSTEMS ANALYSIS AND INFORMATION TECHNOLOGIES, 2020, № 4

М. П. Базилевский

3 1
( 0,019)

ln 57,143 0,067 lny x
−

= − −

2 3
( 0,019) ( 2,25)
0,022ln 7,589lnx x
− −

− − −

1 1 1 2 1 3
( 2,659) (1,276) (2,349)
0,104 ln 0,027 ln 0,084 lnx x x x x x
−

− + + −

2 1 2 2 2 3
( 2,058) (1,324) (1,517)
0,368 ln 0,227 ln 0,098 lnx x x x x x
−

− + + −

3 1 3 2
( 2,366) ( 1,136)
0,004 ln 0,0004 lnx x x x
− −

− − +

3 3
(2,421)
0,002 lnx x+ ,                  (24)

для которой 2 0,9944R = .
Тогда оцененная СПР (6) имеет вид

( )1 2 30,067 0,104 0,368 0,00424
3 16,562 10 x x xy x − − − −= ⋅ ⋅ ×

( )1 2 30,022 0,027 0,227 0,0004
2

x x xx − + + −× ×
( )1 2 37,589 0,084 0,098 0,002
3

x x xx − + + +× ,            (25)
для которой 2 4424523e =∑ . Как видно, по 
этому показателю качество модели (25) гораз-
до выше, чем у (21) и (23). Даже несмотря на то, 
что в этой модели присутствует сильная муль-
тиколлинеарность и некоторые коэффициен-
ты незначимы, она прекрасно подходит для 
прогнозирования. Но интерпретировать её ко-
эффициенты не представляется возможным.

Для построения СПР со степенями в виде 
линейных комбинаций натуральных лога-
рифмов объясняющих переменных (18) сна-
чала была оценена прологарифмированная 
модель

4 1
( 0,699)

ln 12,7016 2,264lny x
−

= − +

2 3
(1,858) (0,175)

2,357 ln 0,254lnx x+ +

1 2 1 3
(0,183) (0,591)

0,0604ln ln 0,1993ln lnx x x x+ + −

2 3
( 2,955)

0,3889ln lnx x
−

− ,                 (26)

для которой 2 0,9865R = .
Тогда оцененная СПР (18) имеет вид

( )2 32,264 0,0302ln 0,0997ln
4 1328261 x xy x − + += ×

( )1 32,357 0,0302ln 0,1944ln
2

x xx + −× ×
( )1 20,254 0,0997ln 0,1944ln
3

x xx + −× ,              (27)
для которой 2 14127961e =∑ . Как видно, по 
этому показателю качество модели (27) выше, 
чем у (21) и (23), но ниже, чем у (25).

Для функции (27) с использованием фор-
мулы (19) были найдены коэффициенты эла-
стичности:

4 1 2 32, 264 0,0604ln 0,1993lny x x x= − + +


Ý , (28)

4 2 1 32,357 0,0604ln 0,3889lny x x x= + −


Ý ,  (29)

4 3 1 20, 254 0,1993ln 0,3889lny x x x= + −


Ý .  (30)
Зависимости (28)–(30) можно интерпре-

тировать следующим образом: с увеличением 
числа легковых автомобилей на 1000 человек 
населения 1x  в e  раз (при неизменных 2x  и 3x ) 
коэффициент эластичности 

4 2y xÝ  увеличива-
ется на 0,0604 %, а 

4 3y xÝ  – на 0,1993 %; с увели-
чением цены на проезд в пригородном поезде 

2x  в e  раз (при неизменных 1x  и 3x ) коэффи-
циент эластичности 

4 1y xÝ  увеличивается на 
0,0604%, а 

4 3y xÝ  уменьшается на 0,3889 %; с 
увеличением цены на полет в салоне самолета 

3x  в e раз (при неизменных 1x  и 2x ) коэффици-
ент эластичности 

4 1y xÝ  увеличивается на 
0,1933 %, а 

4 2y xÝ  уменьшается на 0,3889 %.
Интерпретация модели (27): с увеличени-

ем числа легковых автомобилей на 1000 чело-
век населения 1x  на 1 % (при неизменных 2x  и 

3x ) перевозки пассажиров y  меняются в сред-
нем на 

4 1y xÝ  %; с увеличением цены на проезд 
в пригородном поезде 2x  на 1 % (при неиз-
менных 1x  и 3x ) перевозки пассажиров y  ме-
няются в среднем на 

4 2y xÝ  %; с увеличением 
цены на полет в салоне самолета 3x  на 1 % 
(при неизменных 1x  и 2x ) перевозки пассажи-
ров y  меняются в среднем на 

4 3y xÝ  %. Динами-
ка изменения коэффициентов эластичности 

4 1y xÝ , 
4 2y xÝ  и 

4 3y xÝ  от времени представлена на 
рис. 1, рис. 2 и рис. 3 соответственно.

По рис. 1 видно, что в 2000 г. эластичность 
перевозок пассажиров y  по числу легковых 
автомобилей 1x  составляла -0,785 % и с тече-
нием времени снижалась по абсолютной ве-
личине по линейному закону до 2008 г., начи-
ная с которого оставалась примерно на уровне 
–0,3 %. Иными словами, за 2000–2018 гг. прои-
зошло снижение чувствительности перемен-
ной y  к изменению 1x .

По рис. 2 видно, что в 2000 г. эластичность 
перевозок пассажиров y  по цене на проезд в 
поезде 2x  была практически нулевой и со-
ставляла –0,031 %. Однако с течением време-
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ни росла по абсолютной величине по линей-
ному закону до 2008 г., начиная с которого 
оставалась примерно на уровне –0,6 %. На 
основании этого можно заключить, что за 

2000–2018 гг. произошло повышение чув-
ствительности переменной y к изменению 2x .

По рис. 3 видно, что в 2000 г. эластичность 
перевозок пассажиров y  по цене на полет в 
самолете 3x  была наибольшей и составляла 
0,58 %. Но с течением времени снижалась по 
абсолютной величине по линейному закону 
до 0 % в 2014–2015 гг. После чего эластич-
ность, сменив знак, начала рост по абсолют-
ной величине и в 2018 г. составила –0,138 %. 
Таким образом, за 2000–2018 гг. произошло 
снижение чувствительности переменной y  к 
изменению 3x . При этом сменился знак влия-
ния 3x  на y.

Пусть исследователь, исходя, например, из 
информации, представленной на рис. 1, рис. 2 
и рис. 3, может назначить значения коэффици-
ентов эластичности на 2019 г.: 

4 1
0,34y x = −



Ý  %, 
4 2

0,61y x = −


Ý  %, 
4 3

0,14y x = −


Ý  %. Решив систему 
линейных уравнений (20), получим

*
1 5,529v = , *

2 3,846v = , *
3 8, 489v = ,

откуда
2019
1 251,913x = , 2019

2 46,826x = , 2019
3 4860,969x = .

Реальные значения этих переменных за 
2019 г.:

2019
1 254,9x = , 2019

2 48x = , 2019
3 4416,62x = .

Используя значения 2019
1x , 2019

2x , 2019
3x , по 

формуле (27) получим прогнозное значение 
пассажирских перевозок на 2019 г.: 

2019 11434,322y =  тыс. человек.
Реальное значение этой переменной за 

2019 г. 2019 11907y = .
Относительные ошибки прогноза для пе-

ременных 1x , 2x , 3x , y составляют соответ-
ственно 1,172 %, 2,45 %, 10,06 %, 3,97 %, что 
позволяет сделать вывод о вполне хорошем 
прогнозном качестве построенной модели.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследованы СПР со степенями 
в виде линейных комбинаций объясняющих 
переменных и со степенями в виде натураль-
ных логарифмов объясняющих переменных. 
Первые хорошо подходят для прогнозиро-
вания, но их затруднительно интерпретиро-
вать, а вторые несколько уступают первым 
по аппроксимационным качествам, но явля-

Рис. 1. Зависимость коэффициента 
эластичности по переменной 1x  от времени

[Fig. 1. Dependence of the elasticity coefficient 
for the variable 1x  on time]

Рис. 2. Зависимость коэффициента 
эластичности по переменной 2x  от времени

[Fig. 2. Dependence of the elasticity coefficient 
for the variable 2x  on time]

Рис. 3. Зависимость коэффициента 
эластичности по переменной 3x  от времени

[Fig. 3. Dependence of the elasticity coefficient 
for the variable 3x  on time]



26 PROCEEDINGS OF VSU, SERIES: SYSTEMS ANALYSIS AND INFORMATION TECHNOLOGIES, 2020, № 4

М. П. Базилевский

ются вполне интерпретируемыми. Установле-
но, что СПР второго типа имеют переменные 
эластичности, в отличие от ПФ Кобба — Ду-
гласа. Предложен способ прогнозирования 
объясняющих и объясняемой переменной по 
известным коэффициентам эластичности.

Построено четыре регрессионных модели 
объемов пассажирских перевозок железнодо-
рожного транспорта Иркутской области: ли-
нейная (21), ПФ Кобба — Дугласа (23), и два 
типа СПР — (25) и (27). Подробно рассмо-
трена интерпретация оценок моделей (21), 
(23) и (27). Для регрессии (27) построены за-
висимости коэффициентов эластичности от 
времени, демонстрирующие изменение чув-
ствительности объема перевозок по каждой 
переменной. С помощью предложенного спо-
соба получены прогнозы для всех исследо-
ванных переменных.
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Annotation. In our research, we developed and studied new structural specifications for regression 
models. The article presents two generalisations of the Cobb-Douglas production function: power 
exponential regression with powers presented in the form of linear combinations of explanatory 
variables and in the form of linear combinations of natural logarithms of explanatory variables. 
The approximation qualities of these models are always on a par with those of the Cobb-Douglas 
production functions. Models of the first type are perfect for predicting the dependent variable 
values, but the interpretation of their estimates is problematic. For the second type of models it has 
been proven that the coefficient of elasticity of the regression function for a specific explanatory 
variable does not depend on its value and is a linear combination of the natural logarithms 
of the remaining variables. Therefore, the estimates of such models are quite interpretable. In 
addition, models of the second type with the given values of elasticity coefficients can be used to 
determine predicted values of the explanatory and the response variable. In our study, we built 
four regression models for the dependence of the railway passenger volume in the Irkutsk Region 
on the number of personal vehicles and the cost of train and airplane tickets. The article presents 
a detailed interpretation of the power exponential regression with powers given in the form 
of linear combinations of natural logarithms of explanatory variables. The model was used to 

make graphs of changes in the elasticity of railway 
passenger volume for each explanatory variable 
over time. The predicted values of the explanatory 
and the response variable were obtained.
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