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Аннотация. В статье рассматривается проблема идентификации параметров феноме-
нологической модели Боука — Вена, описывающей работу широкого круга нелинейных 
систем с гистерезисом при помощи дифференциальных уравнений. Параметры класси-
ческой модели Боука — Вена анализируются с точки зрения их влияния на форму пет-
ли гистерезиса. Приводится классификация диссипативности модели в зависимости от 
диапазона значений параметров. Дается аналитическое описание входного сигнала, ис-
ходя из задачи использования модели Боука — Вена в качестве гистерезисного преобра-
зователя, встроенного в искусственную нейронную сеть на базе биологического нейрона. 
Описывается процедура определения параметров нормализованной модели, основанная 
на идентификации предельного цикла в уравнениях, описывающих петлю гистерезиса. 
Анализируется соответствие между параметрами исходной и нормализованной моде-
лей Боука — Вена, а также влияние каждого из параметров в отдельности на форму ги-
стерезисной кривой. Получены аналитические зависимости, определяющие параметры 
нормализованной модели на основе анализа входно-выходных соответствий модели Бо-
ука — Вена. Предложен алгоритм вычисления параметров Боука — Вена. Теоретические 
выкладки иллюстрируются результатами вычислительных экспериментов.
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ВВЕДЕНИЕ

Явление гистерезиса присуще широкому 
кругу явлений. Примеры систем с гистерезис-
ными свойствами встречаются в самых раз-
ных отраслях: электротехнике, электронике, 
оптике, биологии, экономике и других сферах 
[1, 2]. При этом под гистерезисной зависи-
мостью понимают такое соотношение между 
входом и выходом, которое определяется не 

только входным состоянием, но также зави-
сит от предыстории самой системы. 

Математические модели, описываю-
щие нелинейные зависимости гистерезис-
ного типа, можно разделить на два класса: 
конструктивные модели, базирующиеся на 
строгих физических принципах, и феноме-
нологические, позволяющие адекватно опи-
сать широкий круг процессов без привязки 
к физике моделируемых явлений. К извест-
ным конструктивным моделям, нашедшим 
широкое применение, можно отнести модель 
Дюгема [3], модель Ишлинского [4, 5], пред-



6 PROCEEDINGS OF VSU, SERIES: SYSTEMS ANALYSIS AND INFORMATION TECHNOLOGIES, 2021, № 1

Т. Ю. Заблоцкая

ставляющую собой континуальный аналог 
семейства упоров, соединенных параллельно, 
модель Прейзаха [6], описывающую гистере-
зис в ферромагнетиках как сеть независимых 
доменов, каждый из которых обладает своей 
гистерезисной петлей, модель Красносель-
ского — Покровского [7], в основе которой 
лежат преобразователи с пространствами 
состояний вход-выход (гистероны). Среди 
феноменологических моделей наибольшую  
популярность получили модель Даля [8] и 
модель Боука — Вена [9], обладающие гибко-
стью за счет возможности параметрическо-
го регулирования. Модель Даля может быть 
описана меньшим числом параметров, что 
упрощает ее настройку, однако сужает диапа-
зон гистерезисных режимов.

Модель Боука — Вена позволяет охарак-
теризовать аналитически поведение нелиней-
ной системы с гистерезисными свойствами 
при различных режимах ее функционирова-
ния. Универсальность модели достигается за 
счет вариативности ее параметров, что делает 
их идентификацию первоочередной задачей, 
обеспечивающей точность работы модели. 
Для ее решения на практике чаще всего при-
меняют метод обратного поиска – когда по 
экспериментально полученным значениям 
входа и выхода настраивают параметры моде-
ли так, чтобы модель соответствовала требу-
емому режиму работы. После настройки мо-
дели на определенный тип входного сигнала 
проверяют ее отклик на входные воздействия 
других типов, максимально приближенные к 
реальным сигналам, после чего модель мож-
но использовать для описания различных 
процессов или систем при условии, что их 
параметры будут находиться в пределах про-
тестированных входных и выходных характе-
ристик модели. 

К методам идентификации параметров 
модели Боука — Вена, основанным на экспе-
риментальных данных при периодическом 
воздействии на систему, можно отнести, на-
пример, итерационный подход для систем со 
сглаженной кривой гистерезиса [10], эволю-
ционные алгоритмы [11], генетические алго-
ритмы для систем с нелинейной деградацией 
свойств [12], оптимизационные методы [13] и 

др. Настройки параметров модели, получен-
ные эмпирически, можно использовать для 
прогнозирования поведения физических си-
стем с гистерезисом. 

Для более гибкой настройки параметров 
используют методы Монте-Карло с цепями 
Маркова, нейронные сети и другие техно-
логии [14]. При этом приемлемым методом 
настройки параметров считается такой, ко-
торый приводит к минимальным погрешно-
стям между данными модели и эксперимен-
тальными данными реальной системы. 

В настоящей работе рассматривается ме-
тод аналитической идентификации параме-
тров модели Боука — Вена с использованием 
предельного цикла гистерезиса, который по-
зволяет добиться адекватного поведения мо-
дели при заданном входном сигнале без пред-
варительной настройки.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

1.1. Описание модели Боука — Вена

Модель Боука — Вена позволяет предста-
вить физическую систему с гистерезисом в 
системе координат R( ) ( , ) x t F x t→ и описать 
следующими соотношениями:
	 R ( , ) ( ) (1 ) ( );F x t kx t Dkz tα α= + −  	 (1)

	 11( ),n nz D Ax x z z x zβ γ−−= − −    	 (2)
где параметры ,A  ,β  γ  определяют форму 
петли гистерезиса, n  — целочисленный пара-
метр (в настоящей работе), 1,n ≥  0,D >  0k >  
и 0 1,α< <  ( )x x t=   — производная по време-
ни сигнала, поступающего на вход модели, 

R ( , ) F x t  — изменяющаяся во времени выход-
ная переменная.

Уравнения (1)–(2) представляют собой мо-
дель Боука — Вена, которая изначально ис-
пользовалась для описания гистерезиса в ме-
ханических системах (где x  — перемещение, 

RF  — возвращающая сила) и описывала упру-
го-пластический гистерезис R ( , ) F x t  как супер-
позицию упругой составляющей kxα  и гисте-
резисной составляющей (1 ) ( ).Dkz tα−  Здесь 

0D >  соответствует пластической деформа-
ции смещения, 0 1α< <  — относительной 
жесткости (отношение деформации за преде-
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лами упругости к деформации  ниже предела 
упругости). Гистерезисная составляющая 
включает безразмерную переменную ,z  явля-
ющуюся решением нелинейного дифферен-
циального уравнения первого порядка. При 
этом предполагается выполнение условия: 

0

0

(1 )max ( ) ,
t

Dzx t α
α≥

−
≤

где левая часть характеризует максимальное 
значение входного сигнала на временном ин-
тервале 1.t ≥

Как следует из уравнений (1)–(2), модель 
Боука — Вена содержит семь параметров для 
описания системы с гистерезисными свой-
ствами. В уравнении (2) величины ,A  ,β  γ  — 
безразмерные и отвечают за форму и величи-
ну петли гистерезиса, n  — величина, задаю-
щая плавность перехода от упругой к пласти-
ческой деформации. Влияние каждого из этих 
параметров было детально рассмотрено в [9]. 
Модель (1)–(2) является классической и мо-
жет быть модифицирована за счет включения 
в нее компонентов, отвечающих за деграда-
цию механических свойств материалов и дис-
сипацию энергии. 

1.2. Проблема идентификации 
параметров модели Боука — Вена

Проблема определения параметров мо-
дели Боука — Вена является наиболее слож-
ной задачей при моделировании конкретной 
нелинейной системы, поскольку влияние 
каждого из параметров на форму петли ги-
стерезиса является нелинейным и трудно 
прогнозируемым [9]. Поскольку от настрой-
ки параметров модели зависит ее точность, 
идентификация параметров представляет 
собой актуальную задачу, требующую перво-
очередного решения. В прикладных задачах в 
области электромагнетизма и механики эту 
проблему решают от обратного — параметры 
модели оценивают с помощью полученных 
эмпирических данных, по которым строят 
кривую на основе сравнения эксперименталь-
ных данных или устанавливают зависимость 
между влиянием возмущающих воздействий 
различной природы и откликом системы 

[15, 16]. Другим подходом к определению па-
раметров модели является разбивка всех воз-
можных значений рассматриваемого параме-
тра на узкие диапазоны с последующим опре-
делением наборов коэффициентов. Фактиче-
ски данный метод представляет собой метод 
проб и ошибок, требующий многократных 
повторений, и применим только тогда, когда 
значения параметров модели представляют 
собой ограниченное множество. Анализ под-
ходов к нахождению значений параметров 
модели Боука — Вена позволяет сделать вы-
вод о том, что на данный момент нет четкой 
методики определения всех параметров мо-
дели. Обзор методов идентификации с помо-
щью параметрических и непараметрических 
методов приведен в [17], и большая часть из 
них базируется на результатах численного 
моделирования без строгого математическо-
го оценивания степени приближения расчет-
ных данных к истинным значениям. Таким 
образом, целью данной работы является по-
иск математически обоснованного метода 
идентификации параметров модели Боука — 
Вена, который будет удовлетворять условиям 
гибкости и обеспечит высокую точность на-
стройки модели. 

Рассмотрим модель, на вход которой пода-
ется периодический сигнал, которому, в свою 
очередь, соответствует асимптотически пери-
одический выходной сигнал с таким же пери-
одом. Предельный цикл гистерезисной харак-
теристики можно использовать для определе-
ния параметров модели Боука — Вена. Для 
этого необходимо решить следующие задачи:

1) доказать аналитически, что реакция 
модели Боука — Вена на серию периодиче-
ских импульсов приводит асимптотически к 
периодическому выходному сигналу; 

2) описать полученный предельный цикл 
гистерезиса аналитически; задача математи-
ческого описания предельных циклов нели-
нейных систем остается, по большому счету, 
открытой, хотя существуют приближенные 
методы (например, метод гармонического 
баланса); последние используют данные о ге-
ометрии фазового пространства моделируе-
мого процесса, модель Боука — Вена этого не 
требует;



8 PROCEEDINGS OF VSU, SERIES: SYSTEMS ANALYSIS AND INFORMATION TECHNOLOGIES, 2021, № 1

Т. Ю. Заблоцкая

3) разработать метод идентификации па-
раметров модели Боука — Вена (например, 
путем эмпирического построения предель-
ных циклов); критерием надежности метода 
можно считать его способность описывать 
предельный цикл аналитически и показывать 
величину относительной ошибки между па-
раметрами модели и их оценками.

2. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

2.1. Описание входного сигнала

В работе [18] авторами предложена модель 
искусственной нейронной сети на базе био-
логического нейрона с гистерезисной функ-
цией активации. При этом входным сигналом 
для гистерезисного преобразователя, реа-
лизуемого с помощью модели Боука — Вена, 
является значение мембранного потенциала 
искусственного нейрона (рис. 1).

Динамика искусственного биологическо-
го нейрона и механизмы формирования мем-
бранного потенциала подробно рассмотрены 
в [18], поэтому здесь остановимся лишь на 
технических характеристиках сигнала. Пусть 
входной сигнал ( ) x t  имеет период 0T >  и яв-
ляется непрерывным на временном проме-
жутке [0; .)∞  Предположим, что в течение од-
ного периода входной сигнал ( )x t  имеет два 
участка монотонности: возрастает на проме-
жутке (0; )T+  и убывает на ( ); .T T+

Обозначим через min (0)x x=  и max ( )x x T +=  
минимальное и максимальное значения вхо-
да модели соответственно. Введем следую-

щие обозначения: ,mt mT=  ,m mt t T+ += +  
[ ; ]m m mI t t+ +=  и 1[ ; ],m m mI t t− +

+=  где m Z∈  
(рис. 1), где I +  соответствует режиму возрас-
тания по входу, I −  — убывания (примени-
тельно к механическому аналогу I +  соответ-
ствует режиму нагружения модели, I −  — ре-
жиму релаксации).

2.2. Параметрическая классификация 
моделей Боука — Вена

Рассмотрим поведение нелинейной системы 
с гистерезисом в координатах R( ) ( , ).x t F x t→  
Для поведения систем с гистерезисом харак-
терны два базовых общих принципа, кото-
рым должна удовлетворять модель Боука — 
Вена R ( , ):F x t

1) для любого ограниченного входного сиг-
нала ( )x t  выходной сигнал R ( , )F x t  в реальных 
системах с гистерезисом тоже ограничен;

2) диссипативность; под диссипативно-
стью системы подразумеваются рассеяние 
энергии в системах с гистерезисным звеном 
[19–21].

Обозначим через , , , , , ,A k D nβ γ αΨ  множество 
входно-выходных соответствий модели Боука 
— Вена с параметрами ,A  ,β  ,γ  ,α  ,k  ,D  ,n  
значения которых будем считать фиксирован-
ными. В [22] показано, что при 1n ≥  система 
(1)–(2) имеет единственное решение. Тогда 
параметры модели следует подобрать таким 
образом, чтобы решение уравнений (1)–(2) 
приводило к ограниченному отклику модели.

Пусть для параметров модели выполняют-
ся условия 0A >  и 1.n ≥  Введем обозначения:

Рис. 1. Входной периодический сигнал гистерезисного преобразователя Боука — Вена
[Fig. 1. Periodic input of the Bouc-Wen hysteresis quantizer]
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	 0 ;n

Az
β γ

=
+

 1 .n
Az

β γ
=

−
	 (3)

Проанализируем поведение модели при 
различных соотношениях между β  и .γ  В ра-
боте [9] показано, что соответствие между 
этими двумя параметрами влияет на форму 
петли гистерезиса гораздо сильнее, чем абсо-
лютная величина каждого из них в отдельно-
сти. Также показана возможность сведения 
параметров классической модели Боука — 
Вена к четырем настраиваемым параметрам 
( , , , ).A nβ γ  Таким образом, как показано в 
[22], можно выделить два класса моделей Бо-
ука — Вена, которые обладают свойством 
ограниченного входа/выхода и приводят к 
единственному решению уравнений (1)–(2):

I класс: при 
0

;
0

β γ
β γ
+ >

 − ≥

max 0( ) max( (0) , );z t z z=

II класс: при 
0

,
0

β γ
β
− <

 ≥

max 0( ) max( (0) , ).z t z z=

Для обоих классов моделей начальные ус-
ловия (0) z  задаются на множестве 1 1[ , ,]z z−  
при этом решение уравнения (2) ограничено 
сверху. Для обоих классов моделей параметр 
β  неотрицательный, и, поскольку для реаль-
ных гистерезисных систем выполняются за-
коны термодинамики, то справедливы следу-
ющие параметрические ограничения, обу-
словленные диссипативностью системы с ги-
стерезисом: 0,n >  0,β >  ;β γ β− ≤ ≤  при 
0 1n< ≤  решение может быть не единствен-
ным [13]. 

Другие варианты значений параметров β  
и γ  приводят к новым классам моделей, кото-
рые, однако, не получили практического при-
менения при описании реальных систем с ги-
стерезисом. При этом реальным физическим 
процессам и диссипативности в большей сте-
пени соответствует только первый класс мо-
делей. Отметим, что модель Боука — Вена 
этого класса хорошо согласуется с реальными 
данными для входного сигнала, описанного 
выше (рис. 1). Если для параметров модели 

выполняются следующие условия: 1,n ≥  
0,D >  0,A >  0,β γ+ >  0,β γ− ≥  то флуктуа-

ции входного сигнала не влияют существенно 
на качество модели. При этом существует 
большое число вариаций значений параме-
тров модели, приводящих к одинаковому от-
клику на одно и то же входное воздействие.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Нормализованная модель Боука — Вена

Рассмотрим модели Боука — Вена обоих 
классов, описанные уравнениями (1)–(2), для 
которых положим 2 1 ,n n n= =  2 1,A A=  2 1,α α=  

2 1k k= , 2 1
nvβ β= , 2 1,

nvγ γ=  2 1D vD= , где 
const,v =  0.v >  При начальных условиях 

2 1(0) (0) 0z z= =  обе модели будут принадле-
жать одному классу, где входному воздей-
ствию ( ) x t  соответствует выходной сигнал 

),(RF t  т. е., 2 1( )( ) ( )( )R RF x t F x t=  для любых 
0.t >  Таким образом, взаимодействие вход-

ного и выходного сигналов моделей не опи-
сывается уникальным набором параметров 

, , , , , , ,A k D nβ γ αΨ  и параметры нельзя определить 
путем сопоставления входа и выхода модели. 
В этом случае целесообразно перейти к нор-
мализованной модели Боука — Вена [23], вы-
полнив преобразование:

	
0

( )( ) .z tt
z

ω = 	  (4)

Тогда уравнения (1)–(2) можно записать в 
виде:

	 R ( , ) ( ) ( ),xF x t k x t k tωω= + 	 (5)

	
1( ) ( ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ,

n

n

t x x t t t

x t t

ω ρ σ ω ω

σ ω

−= − +

+ −

  



	 (6)

где 

0

0,A
Dz

ρ = >  0,βσ
β γ

= ≥
+

 0,xk kα= >

	 0(1 ) 0.k Dkzω α= − > 	 (7)
Уравнения (5)–(6) представляют собой 

нормализованную модель Боука — Вена, а 
выражения (7) описывают ее параметры, вы-
раженные через параметры исходной класси-
ческой модели. При начальных условиях 

(0) 1ω ≤  для любых неотрицательных значе-
ний t  справедливо соотношение ( ) 1,tω ≤  и 
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переменная ( )z t  может быть ограничена. Та-
ким образом, нормализованная модель Боу-
ка — Вена однозначно определяет зависи-
мость между входным и выходным сигнала-
ми модели и ее параметрами. Модель (5)–(6) 
соответствует физической природе гистере-
зиса и адекватно описывает реальные физи-
ческие системы при следующих значениях 
параметров (7): 1,n ≥  0,ρ >  1 ,2σ ≥  0,xk >  

0Wk >  и 0max ( ( )) .x
t

kx t
kω

≥ ≤

При периодическом входном сигнале, ко-
торому соответствуют временные промежут-
ки возрастания и убывания (нагружения и 
релаксации), выход модели будет асимптоти-
чески приближаться к периодическому вход-
ному воздействию того же периода и будет 
представлять собой полную замкнутую пет-
лю гистерезиса. В контексте решаемой задачи 
будем рассматривать зависимость возвраща-
ющей силы (выхода) от смещения (входа). 
В этом случае входной сигнал ( )x t  можно 
рассматривать как непрерывную функцию на 
промежутке [0, )∞  с периодом 0.T >

В зависимости от значений параметров 
нормализованной модели получаем следую-
щие условия (по классам моделей): 

I класс: при 1/ 2σ ≥  , ,n RσΨ ∈  
max

( )tω  
определяется из условия max( (0) ,1);ω

II класс: при 0 1/ 2σ≤ <  ,  nσΨ ∈   0 0[ , ],σ σ−  
max

( )tω  определяется из условия max( (0) ,1),ω  

где 
1

0 (1 2 ) ,nσ σ
−

= −  ( )m mtω ω=  и ( ) .m mtω ω+ +=
Уравнение (6) может быть переписано в 

эквивалентной форме:
( ) 0, ( ) 0

( ) (1 ( ) ) ( ) ;n

t x t
t t x t

ω

ω ρ ω

≥ ≥ ⇒

= −



 

ïðè

( ) 0, ( ) 0
( ) (1 (2 1)( ( ) ) ( ) ;n

t x t
t t x t

ω

ω ρ σ ω

≤ ≥ ⇒

= + − −



 

ïðè

( ) 0, ( ) 0
( ) (1 (2 1) ( ) ) ( );n

t x t
t t x t

ω

ω ρ σ ω

≥ ≤ ⇒

= + −



 

ïðè

( ) 0, ( ) 0
( ) (1 ( ( )) ) ( ) .n

t x t
t t x t

ω

ω ρ ω

≤ ≤ ⇒

= − −



 

ïðè

Докажем, что при 0t ≥  будет выполняться 
неравенство 1 ( ) 1.tω− < <  Положим 0σ =  и 
запишем уравнение (6) в виде:

	 ( ) (1 ( ) ) ( ).nt t x tω ρ ω= −  	 (8)
Обозначим производную выходного сиг-

нала как ( )u x t=   и введем функцию ( )ϕ ω  

	
0

( ) .
1 n

du
u

ω

ϕ ω =
−∫ 	 (9)

Тогда при 1 ( ) 1tω− ≤ ≤  функция ϕ  есть би-
екция интервала ( )1;1−  на множестве .R  
Определим ( )ψ ω  как обратную ( )ϕ ω  функ-
цию. Тогда 

	 ( ) ( ( ) ),t x t Cω ψ ρ= + 	 (10)
где C  — постоянная интегрирования. 

Пусть для периодического входного сиг-
нала min max .x x= −  Тогда входной сигнал нор-
мализованной модели Боука — Вена можно 
записать как: 

	
max

( )( ) ,x tx t
x

= 	 (11)

при этом 1 1.x− ≤ ≤
Определим функции mω  и mF  для m-го 

интервала как:
	 ( ) ( );m mTω τ ω τ= + 	  (12)
	 ,( ) ( ) ( )m x wF k x k mτ τ ω τ= + 	  (13)
[0; ],Tτ ∈  .t mT τ= +  Тогда уравнение (5) при-

мет вид ( [0; ]Tτ ∈ ):
	 R ( ) ( ) ( ).xF k x kωτ τ ω τ= + 	 (14)
Из (12) следует, что при возрастании вход-

ного сигнала ( [0; ]Tτ +∈ ):

	 max min

min

( ) ( ( ( ))

( ( ) )

õ x

x x

ω τ ψ ϕ ψ ρ

ρ τ

+ + = − − + 
+ −

	 (15)

и при убывании входного сигнала ( [ , ]T Tτ +∈ ):

	 max min

min

( ) ( ( ( ))

( ( ) ).

õ x

x x

ω τ ψ ϕ ψ ρ

ρ τ

+ + = − − − − 
− −

	 (16)

Здесь 1
0

( ) ;
1 ( 1)n n

du
u u u

ω

ϕ ω
σ σ

+
−=

− + −∫

1
0

( ) ;
1 ( 1)n n

du
u u u

ω

ϕ ω
σ σ

−
−=

+ + −∫
ψ + и ψ − — обратные им функции; ;ϕ ϕ ϕ ρ+ −= +  
— величина, обратная пределу упругости не-
линейной компоненты модели (при 1D = ):

max

;
2x
δρ =  

0

,À
z

ρ =  max min( ) 0.x xδ ρ= − >
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Соотношения (15)–(16) описывают форму 
петли гистерезиса нормализованной модели 
Боука — Вена в предельном цикле. В любой 
момент времени [0; ]Tτ ∈  нижняя и верхняя 
границы ( )tω  будут находиться в пределах

	 max min

max min

1 ( ( )) ( )
( ( )) 1

x x
x x

ξ ρ ω τ
ξ ρ

− < − − ≤ ≤
≤ − <

	 (17)

и приближаться к своим предельным значе-
ниям слева и справа при 0τ =  и Tτ +=  соот-
ветственно.

Поскольку функции (12)–(13) сходятся 
равномерно с функциями (14)–(16), описыва-
ющими нормализованную модель Боука — 
Вена, то выходной сигнал модели R ( , ) F x t  
асимптотически совпадает с периодическим 
сигналом (рис. 2, а) и определяют для задан-
ного входного сигнала устойчивый предель-
ный цикл (рис. 2, б).

3.2. Предельный цикл модели Боука — Вена

Для периодического входного сигнала ( )x t  
и асимптотически периодического выходного 
сигнала предельный цикл модели Боука — 
Вена можно разделить на четыре зоны, в за-
висимости от знака производной ( ):x t  услов-
но линейную зону, зону пластичности и пере-
ходные зоны в начале и в конце участков воз-
растания и убывания соответственно (рис. 3). 
Полагая эти режимы симметричными, далее 

будем рассматривать только режим возраста-
ния (нагружения). Для нормализованной мо-
дели значения входного и выходного сигна-
лов находятся в области [ 1;1].−

Согласно уравнениям (15)–(16), основны-
ми параметрами нормализованной модели 
Боука — Вена являются ,σ  δ  (или ρ), и ;n  их 
смысл применительно к гистерезисной кри-
вой следующий: ρ  — задает угол наклона ли-
нейной части петли при max 1x =  и является 
обратной величиной к пределу упругости не-
линейной части модели; δ  — определяет сте-
пень пластичности модели; σ  — характери-
зует степень мягкости или жесткости харак-
теристики гистерезисной части модели. Па-
раметр ,n  как и в классической модели, опре-
деляет плавность перехода между зонами 
упругой и пластической деформации кривой 
гистерезиса. Параметры классической моде-
ли Боука — Вена были рассмотрены ранее в 
работе [9]. Чтобы определить, как параметры 
нормализованной модели ( ,σ  δ  и n) влияют 
на форму петли гистерезиса в предельном ци-
кле (рис. 3), необходимо:

1) изучить влияние каждого из параме-
тров в отдельности на характер кривой ( )xω  
при фиксированном значении других параме-
тров и определить, как изменится положение 
произвольно выбранной точки в переходной 
зоне кривой относительно оси ординат; 

Рис. 2. Характеристики нормализованной модели Боука — Вена: а) входной сигнал 
(сплошная линия) и выход модели ( )( )RF x t  (пунктир); б) отклик модели

[Fig. 2. The normalized Bouc — Wen model characteristics: a) input (solid) and output ( )( )RF x t  
(dashed) signals; b) the model response]

а) б)
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2) определить, как значения параметров 
модели повлияют на положение точки, в ко-
торой значение выходного сигнала ( ) 0,xω =  
и, соответственно, на ширину петли гисте-
резиса;

3) определить границы кривой гистере-
зиса при различных значениях параметров 
модели в четырех зонах: переходной зоне АВ, 
линейной зоне ВС, переходной зоне СD, зоне 
деформации DE.

Преимуществом нормализованной моде-
ли по отношению к стандартной является то, 
что размер петли четко ограничен значением 
выходной характеристики ( ).xω  При этом 
значению нормализованного входного сигна-
ла maxx  или ( ) 1x T + =  соответствует макси-
мум выходного сигнала 

,,(1) ( ) .
nn σσω ψ δ ψ += =  

Также к достоинствам нормализованной мо-
дели следует отнести то, что влияние параме-
тров на форму и размер петли гистерезиса 
можно определить аналитически.

Свойства нормализованной модели Боу-
ка — Вена при изменении ее параметров ,σ  δ  
и n  представлены в табл. 1. Связь между вхо-
дом и выходом нормализованной модели 
определяется соотношениями:

	 ( ) (1 ( ) )
2

nd x x
dx
ω δ ω= −  	 (18)

при ( ) 0;xω ≥

	 ( )( ) 1 (2 1)( ( ) )
2

nd x x
dx
ω δ σ ω= + − − 	  (19)

при ( )  0.xω ≤
Поведение нормализованной модели при 

линейной зависимости входа и выхода (на 
участке монотонности) определяется знаком 
производной (18)–(19), которая всегда поло-
жительна, поскольку выход модели находит-
ся в диапазоне 1 ( ) 1xω− < <  для любых значе-
ний входного сигнала в пределах 1 1x− ≤ ≤  и 
значений параметров 1

2σ >  и 0.δ >
Значение производной максимально в ли-

нейной части предельного цикла и гораздо 
меньше в зоне деформации (рис. 3). Произво-
дная (18)–(19) содержит: 

– линейную составляющую / 2;δ
– нелинейную составляющую: 

( )
2

nxδ ω−  при ( ) 0xω ≥  и (2 1)( ( ) )
2

nxδ σ ω− −  

при ( ) 0.xω ≤
Эти компоненты определяют соответ-

ственно линейный или нелинейный вклад в 
поведение нормализованной модели. Влия-
ние нелинейной компоненты незначительно 
при малых значениях ( ),xω  когда угол накло-
на кривой гистерезиса определяется равен-
ством: 

	
0

( ) .
2

d x
dx ω

ω δ

=

  =  
	 (20)

Рис. 3. Предельный цикл нормализованной модели Боука — Вена
[Fig. 3. Limit cycle of the normalized Bouc — Wen model]
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Из уравнений (14)–(16) следует, что мини-
мального значения функция выхода ( )xω  до-
стигает при 1:x = −  ,( 1) ( );nσω ψ δ− = −  наи-
большее значение выхода достигается при 

1:x =  ,(1) ( ).nσω ψ δ=
Функция ,nσψ  как , ( )nσψ δ  возрастает с ро-

стом параметра δ  и является ограниченной:

,lim ( ) 1,nσδ
ψ δ

→∞
=

а выход нормализованной модели ( )xω  
имеет глобальный минимум при 

, ;
( 1)

nn
x

x xσδ ϕ
σ

∗  −
=   + − 

 если положить 

0,5,x = −  то 0,16(6).δ ∗ =
Для некоторых значений параметров ха-

рактер монотонности кривой ( )xω  невоз-
можно определить. Так, например, при значе-
ниях параметра 1( ; ],2σ σ ∗∈  где 1

2σ ∗ >  и 

определяется из (15)–(16), наблюдается ми-
нимум выходного сигнала ( )xω  и характер 
монотонности выхода определить затрудни-
тельно [19].

В диапазоне значений параметра 
( ; )σ σ ∗∈ ∞  производная , ( )

0,nσψ δ
σ

∂
>

∂
 что со-

ответствует возрастанию функции ,nσψ  с ро-
стом :σ

,lim ( ) ( ).n nσσ
ψ δ ψ δ+

→∞
=

Таким образом, выход модели возрастает 
с увеличением параметра .σ  

Рассмотрим выход модели при перемен-
ном значении параметра n  для двух диапазо-
нов значений параметра δ : при (0;2]δ ∈  с ро-
стом параметра n  имеет место соотношение

,lim ( ) ;
2nn σ
δψ δ

→∞
=

Таблица 1. Выход ( )xω  нормализованной модели Боука — Вена 
при различных значениях параметров

[Table 1. Output signal ( )xω  of the normalized Bouc — Wen model for varying parameter values]
Значение параметра (const) Значение выхода модели при изменяемом параметре (var)

0x  = var
1− 01 1x− < < 1 ≥

0δ = 0 0 0
δ δ ∗= ↓ ↓ ↑
δ = +∞  1− 1↑ 1

,
2 ( ) 1nσψ δ
δ

< − ,
2 ( ) 1nσψ δ
δ

≥ −

1/ 2σ = 1
2

( )x
σ

ω
=

1
2

( )x
σ

ω
=

↑

σ = +∞ ( ) 1
2n xδψ +  + 

 
( ) 1

2n xδψ +  + 
 

(0;2]δ ∈  2δ >
1n = 1( )nxω = 1( )nxω =

n = +∞ ( )
2

xδ

41 ( 1), 1 1
2

41, 1 1

x x

x

δ
δ

δ

− + + − ≤ ≤ −

 − ≤ ≤


åñëè

åñëè
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при 2δ >
,lim ( ) 1.nn σψ δ

→∞
=

Анализ влияния параметров нормализо-
ванной модели Боука — Вена на выход моде-
ли позволяет выяснить геометрическое поло-
жение точек графика, определяющих условно 
линейную зону (рис. 3). Координаты точек 
В ( Bx ; Bω ) и С ( Cx ; Cω ) задают ширину линей-
ной зоны и ее положение (сдвиг вверх/вниз 
по оси ординат). В зоне деформации значи-
тельные изменения входного сигнала приво-
дят к малым изменениям выхода (что соот-
ветствует гораздо меньшему значению про-

изводной ( )d x
dx
ω  по сравнению с линейной 

зоной).
Координаты границ линейной зоны мож-

но определить из соотношений: 
1 ;

2 1B
lnω
σ

= −
−

1 ;n
C lω =

( ) ;B Bxω ω=
( ) ,C Cxω ω=

где 10 1l< <  показывает максимально воз-
можное отношение между значением произ-
водной в любой точке линейного участка 
кривой предельного цикла и значением / 2δ  
согласно (20). 

Зона деформации имеет границы  
( 2 2

21 1 ; 1n n
n l lϕ

δ
+− + ⋅ − − ) снизу и (1; ( )nψ δ+ ) 

сверху, где 20 1l< <  определяет максимально 
возможное отношение между значением про-
изводной в любой точке зоны деформации и 
тангенсом угла наклона кривой в линейной 
зоне. При 2δ >  нижняя и верхняя границы 
имеют координаты соответственно 4( 1;1)δ −  
и ( 1;1).−

3.3. Аналитическое определение 
параметров модели Боука — Вена 

В отличие от численных методов, исполь-
зуемых для идентификации параметров мо-
дели при решении конкретных задач, анали-
тический метод идентификации позволяет 
выявить общие закономерности зависимости 
гистерезисной кривой при изменении пара-

метров модели и составить алгоритм для их 
нахождения. Для нормализованной модели 
Боука — Вена (5)–(6) необходимо определить 
основные параметры: ,xk  ,Wk  ,σ  δ  (или ρ) и 
.n  Используя зависимости и описания, полу-

ченные для предельного цикла гистерезиса 
нормализованной модели Боука — Вена в 
предыдущих разделах, процесс идентифика-
ции параметров модели можно записать в 
виде следующего алгоритма:

1. На вход модели подается периодиче-
ский сигнал ( ),x t  которому, после некоторого 
переходного процесса, соответствует выход 
модели ( ).RF t

2. На вход модели подается периодиче-
ский сигнал 1( ) ( ) ,x t x t λ= +  постоянная 

const,λ =  отличная от нуля, выбирается из 
условия, что входному сигналу 1( ) ( )x t x t λ= +  
соответствует выходной 1( ).RF t  Параметры 
обоих сигналов и зависимость между ними 
будем считать известными. 

3. Учитывая, что 1 1( ) ( )R R xF x F x k λ= +  в 
линейной зоне, можно определить коэффи-
циент xk  для любых [ ]min max; :x x x∈

1( ) ( ) .R R
x

F x F xk λ
λ

+ −
=

4. Введем функцию ( )tθ , определив ее как 
( ) ( ) ( ),R xk x F x k x xωω θ= − ≅  а также параме-

тры а и b, связанные соотношением:
( ) ( ) ,nd x a b x

dx
θ θ= −   где ( ) 0,tθ ≥

откуда
;Wa kρ=  1.n

Wb kρ − +=
5. Параметр a  можно определить из усло-

вия 0( ) 0xθ =  при 0:x x=
( ) .d xa

dx
θ

=

При этом единственность решения для 
нулей функции ( )tθ  является следствием 
возрастания функции ( )xω  на промежутке 

min max[ ;  ]x x  и перехода функции из отрицатель-
ной области в положительную через ось .Ox

6. Определим константы 1x  и 2 ,x  такие, 
чтобы выполнялись условия 2 1 0.x x x> >  Тог-
да параметры модели n  и b  можно вычис-
лить по формулам:
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2

1

2

1

( )

ln
( )

;( )ln
( )

x x

x x

d x a
dx

d x a
dxn x

x

θ

θ

θ
θ

=

=

  − 
 
  − 
 =   2

2

( )

.
( )

x x
n

d xa
dxb
x

θ

θ
=

 −  
 =

7. Параметры Wk  и ρ  определяются соот-
ношениями: 

;n
ak
bω =  .a

kω
ρ =

8. С учетом п. 4 и п. 7, функцию ( )xω  мож-
но записать как

( )( ) .xx
kω

θω =

9.	 Выбрав константу 3x  так, чтобы вы-
полнялось условие 3 0x x<  и 3( ) 0,xω <  и с 
учетом (7)–(8) для всех ( ) 0,xω ≤  уравнение 
(6) можно записать в виде: 

( ) (1 (2 1)( ( )) .nd x x
dx
ω ρ σ ω= + − −

Тогда параметр σ :

( )

3

3

( )

1
0,5 1 .

( )

x x

n

d x
dx

x

ω

ρσ
ω

=

  
    −

 = + − 
 
 
 

Представленный выше алгоритм позволя-
ет вычислить значения параметров нормали-
зованной модели Боука — Вена в случае иде-
альной нелинейной системы без учета внеш-
них возмущений, при их наличии возникнет 
относительная погрешность между истин-
ным значением параметра и его оценкой, ко-
торую также можно однозначно определить 
для известного периодического сигнала. Если 
же входной сигнал не является периодиче-
ским, то предельного цикла на выходе модели 
может не быть. Также, предельный цикл мо-
жет не наблюдаться в случае периодического 
входного сигнала и непериодических возму-
щений. На практике в большинстве случаев 
параметры предельного цикла можно оце-
нить экспериментально.

3.4. Пример

Пусть параметры нормализованной моде-
ли ( 1,n ≥  0,ρ >  1 ,2σ ≥  0,Xk >  0Wk > ) име-
ют следующие значения: 1,n =  1,ρ =  2,σ =  

2,Xk =  1,5.Wk =
Рассчитаем значения этих параметров мо-

дели согласно приведенному выше алгоритму 
и определим погрешность. Согласно алгорит-
му, описанному выше, входной сигнал дол-
жен быть периодическим. В реальных систе-
мах входной сигнал можно представить в 
виде суммы полезного периодического сигна-
ла ( )x t  и сигнала помехи ( ),d t  являющегося 
следствием неидельности системы:

( ) ( ) ( ),BXx t x t d t= +
где ( )d t  можно рассматривать как постоян-
ную или периодически изменяющуюся функ-
цию, непрерывную во времени, амплитуда 
которой меньше, чем у полезной компоненты:

max( ) ( )d xτ µ τ≤ , [0; ],Tτ ∈  0 0,5;µ≤ <

max( ) ( ),d xτ µ τ≤

  (0; ) ( ; ).T T Tτ + +∈ ∪    (21)
Из (21) следует, что производная ( )d τ  

должна быть равна нулю в любой момент вре-
мени ,τ  когда производная основного сигна-
ла ( )x τ  равна нулю. Для гармонического 
входного сигнала это условие означает очень 
малое значение возмущающего воздействия 
на начальном промежутке сигнала, что в ре-
альных системах встречается довольно редко.  
Выберем в качестве входа  периодический 
сигнал (близкий к представленному на рис. 1), 
тогда абсолютное значение производной ( )d τ  
должно быть меньше тангенса угла наклона 
входного сигнала.

Пусть 2,T =  тогда 1,T + =  и пусть 
max min( ) ( ) 1x t x t= − =  (рис. 4, а). Пусть второй 

периодический входной сигнал соотносится с 
первым как 1( ) ( ) ,x t x t λ= +  где 0,λ =  2 const.=  
Предельный цикл для двух периодических 
сигналов показан на рис. 4,б.

Согласно алгоритму, описанному выше, 
при возрастании входного сигнала, 

min max[ ; ],x x x∈  получим:
1( (0) 0,2) ( (0))

0,2
R R

x
F x F xk + −

= =

1( 1) 0,2) ( 1) ;
0, 2

R RF F− + − −
=
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( ) ( ) ,i R i x ix F x k xθ = −  0,1,2... .i m=
Поскольку для любого i  верно соотноше-

ние 1,i ix x +<  то 1( ) ( ),i ix xθ θ +<  то существует 
такое единственное значение ,m  при котором 

1( ) 0 ( ),m mx xθ θ +≤ <  где m  — целочисленное, 
,m Z∈  Тогда

1

1

( ) ( ) .m m

m m

x xa
x x

θ θ+

+

−
=

−
Константы 1x  и 2x  выбираем из условия 

2 2 1 1 0( ) ( ) .x x x x xτ τ= > = >  Тогда параметры ,n  
,b  ,Wk  ρ  определяются как:

2 1 2

2 1 2

1 1 1

1 1 1

02

01

( ) ( )

ln ( ) ( )

;( )ln
( )

x x a
x x
x x a
x xn x

x

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

θ θ

θ θ

θ
θ

+

+

+

+

−
−

−
−

−
−

=

2 1 2

2 1 2

02

( ) ( )

;
( )n

x xa
x xb

x

τ τ

τ τ

θ θ

θ

+

+

−
−

−
=  ;n

ak
bω =  .a

kω
ρ =

Выходной сигнал, соответствующий i-му 
значению входного сигнала, определяется как:

( )( ) ,i
i

xx
kω

θω =  0,1,2... .i m=

Значение 3x  выбираем из условия 
3 3 0( )x x xτ= <  и вычисляем параметр :σ

( )

3 1 3

3 1 3

3

( ) ( )

1
0,5.

2 ( ) n

x x
x x

x

τ τ

τ τ

ω ω

ρσ
ω

+

+

−
−

−
= +

−
Расчетные значения параметров ,n  ,σ  ,ρ  

,Wk  Xk  нормализованной модели в пакете 
Matlab для заданных начальных параметров 
системы и экспериментальные значения 
представлены в табл. 2.

Таблица 2. Значения параметров 
моделирования

[Table 2. Modeling parameter values]

Параметр Заданное 
значение

Расчетное 
значение

Xk 2 2,0000

Wk 1,5 1,5071
ρ 1 0.9923
σ 2 1,9831
n 1 0.9956

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Универсальность модели Боука — Вена 
и ее применимость для описания широкого 
круга нелинейных гистерезисных систем обу-
словлена возможностью управления параме-
трами модели. Представленная в настоящей 
работе нормализованная модель Боука — 
Вена позволяет выполнить идентификацию 

Рис. 4. Результат моделирования согласно приведенному алгоритму: а) входные сигналы ( )x t  
(сплошная линия) и 1( )x t  (пунктир) и б) выход модели

[Fig.4. The described algorithm modeling results: a) inputs ( )x t  (solid) and 1( )x t  (dashed); b) output]

а) б)
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параметров модели с помощью предельного 
цикла гистерезиса. Формализация модели в 
виде дифференциального уравнения дает воз-
можность описать предельный цикл аналити-
чески и определить зависимости параметров 
нормализованной модели. Представленный 
алгоритм идентификации параметров обла-
дает ограничениями, обусловленными струк-
турой модели, и зависит от типа входного 
сигнала. Тем не менее, практическое примене-
ние модели Боука — Вена показывает, что для 
многих нелинейных систем предельный цикл 
наблюдается при различных формах входных 
сигналов. Кроме того, аналитическая оценка 
параметров модели предложенным допускает 
численную интерпретацию, что облегчает ее 
применение в реальных прикладных задачах.
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Определение параметров нормализованной модели Боука — Вена

the limit cycles of the equations describing the hysteresis loop. The parametric correspondence 
between the initial standard Bouc — Wen model and the normalized one is considered, as well as 
the influence of each parameter on the shape of the hysteresis curve. Analysing the input/output 
correspondence of the Bouc — Wen model, we obtained the analytical dependencies determin-
ing the parameters of the normalized model. We also suggest an algorithm for calculating the 
parameters of the Bouc — Wen model. The theoretical assumptions presented in the article are 
illustrated by the results of computational experiments.
Keywords: hysteresis, Bouc — Wen model, limit cycle, normalized model, parameter identification.
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