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Аннотация. В статье рассматривается постановка задачи маршрутизации транспорта 
с несколькими центрами с чередованием и единым местом сбора. Для нее выделяются 
ключевые условия, которые отражают суть задачи и основные ограничения. С учетом 
этих условий представлена математическая модель задачи на основе специальным обра-
зом введенных булевых переменных, отвечающих за мини-маршрут. Также выделяются 
избыточные ограничения, которые могут следовать из постановки, но уже учтены в дру-
гих ограничениях задачи. Для предложенной математической модели представлены тео-
ремы об эквивалентных преобразованиях, которые необходимы для вычисления оценок 
множеств в ходе работы алгоритма. С использованием данных теорем строится точный 
алгоритм решения задачи на основе метода ветвей и границ. Представлено подробное 
описание шагов алгоритма. В завершении представлены результаты вычислительного 
эксперимента и их анализ. На основании полученных результатов можно сделать вывод 
об оптимальности найденных алгоритмом решений. Другой вывод заключается в необ-
ходимости доработки методики подсчета оценок множеств. Основными результатами ис-
следования являются математическая модель и точный алгоритм решения задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача маршрутизации транспортных 
средств (ЗМТС) является расширением и мо-
дификацией задачи коммивояжера. Обе эти 
задачи являются NP-трудными [1]. Принци-
пиальным отличием задачи маршрутизации 
от задачи коммивояжера является наличие 
специальной вершины, в которую можно воз-
вращаться несколько раз. В литературе такую 
специальную вершину часто называют цен-
тром, базой или депо [2]. 

Классическая задача маршрутизации 
транспортных средств известна давно и хо-
рошо изучена. Часто в задачах возникают 

дополнительные ограничения и условия, ко-
торые приводят к новым постановкам, ма-
тематическим моделям и алгоритмам реше-
ния. Выделяют ЗМТС с несколькими типами 
транспортных средств с разной грузоподъ-
емностью [3]. Известны открытая ЗМТС, 
в которой транспортные средства могут не 
возвращаться на базу, задача маршрутизации 
транспортных средств с несколькими поезд-
ками, задача маршрутизации транспортных 
средств с возвратами и доставкой, ЗМТС с 
временными окнами, задача маршрутизации 
транспортных средств с дозагрузкой [3–7]. 
В [2] рассмотрена ЗМТС, модель которой 
представлена с помощью графа, в котором 
клиенты (объекты) моделируются как ребра, 
а не как вершины. В [8] для постановки с дву-
мя типами маршрутов строится смешанная 
целочисленная модель.
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Существуют различные методы решения 
как базовой, так и различных модифика-
ций задачи маршрутизации транспортных 
средств. Известны методы, основанные на 
классических подходах к решению такого 
рода задач, а также специальные методы, от-
ражающие некоторую оригинальную идею, 
применяемую к конкретной постановке. 

К первой группе можно отнести методы, 
основанные на иерархической декомпози-
ции [7], на понятиях и алгоритмах теории 
графов [2], на матричных методах [3], на ге-
нетическом поиске [9, 10], на идеях отсечения 
и ветвления [8] и т. д. 

Ко второй группе можно отнести методы, 
основанные на использовании эвристическо-
го «правила эллипса» [6], на создании гигант-
ского маршрута с последующей его кластери-
зацией [2], на сбалансированном дихотоми-
ческом делении вершин на группы [11].

Не так много работ посвящено задаче 
маршрутизации с несколькими центрами [2]. 
В [10, 12, 13] рассмотрена новая постановка 
такой задачи, в которой важным условием 
является обязательное чередование целевых 
объектов и центров в маршруте транспорт-
ного средства. В этих работах предложены 
приближенные алгоритмы решения задачи, 
основанные на генетических и муравьиных 
алгоритмах и жадных стратегиях.

В данной работе предлагается альтер-
нативная математическая модель ЗМТС с 
несколькими центрами с чередованием и 
единым местом сбора, основанная на специ-
альном способе задания переменных, отвеча-
ющих за мини-маршрут. Также приводится 
теоретическое обоснование для построения 
точного алгоритма решения, основанного на 
методе ветвей и границ, и сам алгоритм.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Приведем постановку ЗМТС с нескольки-
ми центрами с чередованием и единым ме-
стом сбора.

Есть совокупность неподвижных объек-
тов (вершин) двух типов: целевые объекты 
(тип А) и центры (тип B). Известны затра-

ты, необходимые для перемещения между 
объектами. Несколько мобильных объектов 
(транспортных средств) должны в совокуп-
ности посетить все неподвижные объекты 
типа A таким образом, чтобы суммарные 
затраты были минимальными. Причем целе-
вые объекты и центры должны чередоваться 
в маршрутах транспортных средств. Кроме 
того, каждый целевой объект в совокупно-
сти можно посетить только один раз, а любой 
центр можно посетить сколько угодно раз. 
При этом все мобильные объекты начинают и 
заканчивают свой маршрут в некоторой фик-
сированной точке сбора.

Под затратами можно понимать расстоя-
ние, временные затраты, стоимость и т. п.

Содержательная постановка задачи марш-
рутизации с двумя типами объектов с чередо-
ванием может быть представлена как уборка 
стогов с поля в грузовые машины сельскохо-
зяйственной техникой.

Пусть имеется поле, на котором распо-
ложены стога сена и некоторое количество 
грузовых машин. Также имеется некоторое 
количество тракторов. Известны расстояния 
между всеми стогами и машинами. Необхо-
димо составить маршруты для тракторов так, 
чтобы все стога были погружены в машины, 
причем суммарно пройденный тракторами 
путь должен иметь минимальную длину. При 
этом необходимо учитывать, что все тракто-
ра начинают и заканчивают работу в одной 
точке сбора, а грузоподъемность тракторов, 
перевозящих стога, равна одному стогу [10].

Это одна из возможных содержательных 
постановок общей задачи маршрутизации 
транспортных средств с несколькими центра-
ми с чередованием объектов. К другим прак-
тическим задачам, связанным с такой поста-
новкой, можно отнести проблему дозаправок 
транспортных средств, задачу о доставке, ра-
боту многофункциональных логистических 
центров и т. д. 

В данной статье будем придерживаться об-
щей формулировки задачи и использовать сле-
дующие понятия: целевые объекты (или объ-
екты типа А), центры (или объекты типа В), 
мобильные объекты (или транспортные сред-
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ства), место сбора. На рис. 1 целевые объекты 
обозначены кружками, центры —квадратами, 
а место сбора — прямоугольником.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для составления математической модели 
поставленной задачи введем следующие обо-
значения:

m  — количество целевых объектов (не-
подвижных объектов типа А);

n  — количество центров (неподвижных 
объектов типа В);

( )ij n mc ×  — матрица, задающая затраты для 
перемещения между i-м центром (тип В) и j-м 
целевым объектом (тип А).

Введем переменные, отвечающие за ми-
ни-маршрут «В – А – В» (рис. 2). Таким об-
разом, будет учтено требование чередования 
неподвижных объектов в маршруте транс-
портного средства. Альтернативные способы 
задания переменных представлены в [10, 13].

Пусть {0,1},ijkx ∈  1,..., ,i n=  1,..., ,j m=  
1,..., ,k n=  причем 1,ijkx =  если мобильный 

объект перемещается от i-го объекта типа B к 
j-му объекту типа A и перемещается от него к 
k-му объекту типа B, и 0ijkx =  в противном 
случае. 

Также обозначим через p  количество мо-
бильных объектов.

Учитывая введенные переменные, вычис-
лим матрицу ( ) ,ijk n m nc × ×  задающую суммар-

ные затраты для перемещения между i-м цен-
тром, j-м целевым объектом и k-м центром, с 
элементами

,ijk ij kjc c c= +  1,..., ,i n=  1,..., ,j m=
1,..., .k n=

Теперь необходимо определить такой объ-
ект как место сбора.

Чтобы итоговый маршрут каждого мо-
бильного объекта был замкнутым, как и в 
задаче коммивояжера, необходимо, чтобы 
место сбора не нарушало требование чередо-
вания «… – А – В – А – В – …». Если задать 
данный специальный объект как некоторый 
дополнительный объект типа А (рис. 3а)) или 
типа В (рис. 3б)), то требование чередования 
нарушится. 

Тогда необходимо представить место сбо-
ра как совокупность двух фиктивных объек-
тов типа А и типа В (рис. 4). Пусть этим объ-
ектам отвечают индексы 1j m= +  и ,  0i k =  
соответственно. Затраты для перемещения 
между фиктивными объектами примем рав-
ным нулю. Таким образом, получим матрицу 

Рис. 1. ЗМТС с несколькими центрами 
с чередованием и единым местом сбора

[Fig. 1. VRP with multiple centers with 
alternation and single gathering place]

Рис. 2. Мини-маршрут
[Fig. 2. Mini route]

а)

б)
Рис. 3. а) место сбора — целевой объект, 

б) место сбора — центр
[Fig. 3. a) gathering place — target object, 

b) gathering place — center]
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( 1) ( 1) ( 1)( ) ,ijk n m nC c + × + × +=  0,..., ,i n=  1,..., 1,j m= +  
0,..., .k n=

Составим математическую модель задачи, 
выделяя из постановки ключевые моменты, 
которые необходимы для конструирования 
ограничений задачи.

Условие 1. Совокупная длина маршрутов 
мобильных объектов должна быть мини-
мальна.

Целевая функция задачи тогда запишется 
в виде

	
1

0 1 0
min .

n m n

ijk ijk
i j k

c x
+

= = =

→∑∑∑ 	 (1)

Условие 2. К каждому целевому объекту 
должен приехать только один мобильный 
объект.

Условие 3. От каждого целевого объекта 
должен уехать только один мобильный объект.

Условия 2 и 3 запишутся одним ограниче-
нием вида

	
0 1

1,
n n

ijk
i k

x
= =

=∑∑  1,..., .j m= 	 (2)

Заметим, что условия 2 и 3 не распростра-
няются на фиктивный целевой объект.

Условие 4. Если к целевому объекту при-
езжает мобильный объект, то он же должен 
уехать от этого целевого объекта. 

Условие 5. Если от целевого объекта отъез-
жает мобильный объект, то он же должен был 
приехать к этому целевому объекту.

Условия 4 и 5 выполняются за счет введен-
ных переменных.

Условие 6. Если к центру приезжает мо-
бильный объект, то он же должен уехать от 
этого центра.

Условие 7. Если от центра уезжает мобиль-
ный объект, то он же должен был приехать к 
этому центру.

По-другому условия 6 и 7 можно сформу-
лировать в виде «сколько мобильных объек-
тов к центру приезжает, столько же от него и 
уезжает». Они запишутся ограничением вида

	
1 1

0 1 0 1
,

n m n m

ijk kji
i j i j

x x
+ +

= = = =

=∑∑ ∑∑  0,..., .k n= 	 (3)

Условие 8. Для каждого мобильного объ-
екта типа C должен быть составлен связный 
маршрут.

Условие 8, которое является аналогом ус-
ловия отсутствия подциклов в задаче комми-
вояжера [3], запишется следующим образом

0 0 0
1,

n n n
s s

j l ijk klh
i k h

u u N x x N
= = =

 − + ≤ − 
 
∑∑∑

	 , ,sj l J∈   ,j l≠  1,..., .s p= 	 (4)
Здесь sJ  — множество индексов целевых 

объектов, которые посетил s-й мобильный 
объект, sN  — мощность множества ,sJ  sJ  — 
множество, полученное из множества sJ  уда-
лением любого индекса; ju  — переменные, 
принимающие произвольные вещественные 
значения. Можно показать [14], что их можно 
считать целыми неотрицательными. Напри-
мер, удобно в качестве значений этих пере-
менных брать порядковый номер объекта 
типа А в маршруте.

Также рассмотрим дополнительные усло-
вия, накладываемые на специальным обра-
зом введенный объект – место сбора. 

Условие 9. Каждый мобильный объект 
должен приехать к фиктивному центру и уе-
хать от него (рис. 5).

Так как за фиктивный центр отвечают ин-
дексы ,  0,i k =  то получим следующие огра-
ничения

	
1

0
1 0

,
m n

jk
j k

x p
+

= =

=∑∑ 	 (5)

	
1

0
0 1

.
n m

ij
i j

x p
+

= =

=∑∑ 	 (6)

Данные ограничения повторяют ограни-
чение (3), но в дополнение к нему, указывают 
точное количество посещений фиктивного 
центра. Одно из них является избыточным 
из-за ограничения (3).

Рис. 4. Место сбора — пара объектов
[Fig. 4. Gathering place — pair of objects]
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Условие 10. Каждый мобильный объект 
должен приехать к фиктивному целевому 
объекту и уехать от него (рис. 5).

Так как за фиктивный целевой объект от-
вечает индекс 1,j m= +  то получим следую-
щее ограничение

	 ( )1
0 0

.
n n

i m k
i k

x p+
= =

=∑∑ 	 (7)

Условие 11. Все мобильные объекты долж-
ны от фиктивного целевого объекта приехать 
к фиктивному центру (рис. 5).

	 ( )1 0
0

.
n

i m
i

x p+
=

=∑ 	 (8)

Условие 12. Все мобильные объекты не мо-
гут от фиктивного центра уехать к фиктивно-
му целевому объекту (рис. 5).

	 ( )0 1
0

0.
n

m k
k

x +
=

=∑ 	 (9)

Можно также рассмотреть Условие 13. Все 
мобильные объекты не должны уезжать от 
фиктивного целевого объекта ко всем цен-
трам кроме фиктивного. Но это условие и 
логически, и математически выполняется за 
счет условий 10 и 11 и является избыточным. 
Действительно, из ограничения (7) получим

( )1
0 0

,
n n

i m k
i k

x p+
= =

=∑∑

( ) ( )1 1 0
0 1 0

.
n n n

i m k i m
i k i

x x p+ +
= = =

+ =∑∑ ∑
Подставляя в последнее равенство огра-

ничение (8), получим

( )1
0 1

,
n n

i m k
i k

x p p+
= =

+ =∑∑

откуда 

( )1
0 1

0,
n n

i m k
i k

x +
= =

=∑∑
что и является математической формализа-
цией условия 13.

В итоге получена математическая модель 
(1)–(9) ЗМТС с несколькими центрами с чере-
дованием и единым местом сбора.

Таким образом, поставленная задача пред-
ставляет собой задачу дискретной оптимиза-
ции, содержащую булевы переменные.

3. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ

Для полученной математической моде-
ли ЗМТС с несколькими центрами с чередо-
ванием и единым местом сбора представим 
точный алгоритм решения на основе метода 
ветвей и границ. Для этого необходимо опре-
делить, как будет осуществляться ветвление, 
как будут вычисляться оценки множеств, и 
какова будет стратегия обхода.

Ветвление, как и во многих задачах буле-
вой оптимизации, будет основываться на раз-
делении допустимого множества решений на 
два, в одном из которых значение рассматри-
ваемой переменной ijkx  равно единице, а в 
другом — нулю.

Стратегия обхода дерева может быть вы-
брана любой, но для конкретной реализации 
остановимся на следующей: вниз по дереву — 
по левой стороне, вверх по дереву — до бли-
жайшей незакрытой ветки.

Остановимся подробнее на вычислении 
оценки для текущего множества, так как эта 
часть метода всегда тесно связана с рассма-
триваемой задачей. 

Доказаны следующие теоремы.
Теорема 1. Если элементы матриц 

( 1) ( 1) ( 1)( )ijk n m nc + × + × +  и ( 1) ( 1) ( 1)( )ijk n m nd + × + × +  связаны 
равенствами 

	 ijk ijk jd c β= + 	 (10)
для всех 1,...,j m=  при фиксированных 
, 0,..., ,i k n=  то ЗМТС с несколькими центра-

ми с чередованием объектов и единым ме-
стом сбора с данными матрицами эквива-
лентны, то есть множества их оптималь-
ных решений совпадают. Значения целевых 

Рис. 5. Условия для фиктивной пары объектов
[Fig. 5. Conditions for a fictitious pair of objects]
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функций данных задач отличаются на вели-
чину 

1
.

m

j
j
β

=
∑

Теорема 2. Если элементы матриц 
( 1) ( 1) ( 1)( )ijk n m nc + × + × +  и ( 1) ( 1) ( 1)( )ijk n m nd + × + × +  связаны 

равенствами
	 ( ) ( ) ( )1 1 1 ,i m k i m k md c β+ + += + 	 (11)

для всех , 0,..., ,i k n=  то ЗМТС с несколькими 
центрами с чередованием объектов и единым 
местом сбора с данными матрицами эквива-
лентны, а значения целевых функций данных 
задач отличаются на величину 1,mpβ +  где 

( 1)
0 0

.
n n

i m k
i k

p x +
= =

=∑∑
Теорема 3. Если элементы матриц 

( 1) ( 1) ( 1)( )ijk n m nc + × + × +  и ( 1) ( 1) ( 1)( )ijk n m nd + × + × +  связаны 
равенствами

	 ,ijk ijk id c α= + 	 (12)
	 ,kji kji id c γ= + 	 (13)

для всех 1,..., 1,j m= +  0,..., ,k n=  при фикси-
рованном 0,..., ,i n=  то ЗМТС с несколькими 
центрами с чередованием объектов и единым 
местом сбора с данными матрицами эквива-
лентны, а значения целевых функций данных 
задач совпадают, при условии, что ,i iα γ= −  

0,..., .i n=
В данных теоремах ,iα  ,jβ  iγ  — произ-

вольные числа, 1,..., 1,j m= +  , 0,..., .i k n=
Преобразования (10)–(13) будем называть 

эквивалентными преобразованиями для за-
дачи (1)–(9). 

Учитывая теоремы 1 и 2, всегда можно 
считать, что элементы матрицы C  являются 
неотрицательными. Действительно, выбрав в 
качестве 

, 0,...,
min ( ),j ijki k n

cβ
=

= −  1,..., 1j m= +  и 
применив преобразования (10), (11), полу-
чим, что все 0,ijkc ≥  1,..., 1,j m= +  , 0,..., .i k n=  
Такую процедуру назовем приведением ма-
трицы, а константы ,jβ  1,..., 1j m= +  — при-
водящими константами.

Сумма приводящих констант 
1

m

j
j
β

=
∑  и 

1mpβ +  будут использоваться в алгоритме для 
подсчета оценок множеств.

В алгоритме будем использовать следую-
щие обозначения:

_i cur  — центр, из которого будет совер-
шен выезд,

J  — множество индексов целевых объектов,

ξ  — значение оценки,
R  — значение рекорда,
tabu  — булева переменная, значение кото-

рой равно единице только тогда, когда на 
прошлой итерации было запрещено посеще-
ние фиктивного целевого объекта.

Приведем подробное описание алгоритма.
Алгоритм.
Этап 0. Инициализация.
1. Задать 

_ 0,i cur =  0,R =  { }1,..., 1 ,J m= +

1 0,mϕ + =  1.tabu =
Этап 1. Приведение матрицы по слоям 
1,..., 1.j m= +
1. Найти

, 0,...,
min ( ),j ijki k n

cβ
=

=  1,..., 1.j m= +

2. Привести матрицу
,ijk ijk jc c β= −  1,..., 1,j m= +  0,..., ,i n=  

0,..., .k n=
3. Посчитать оценку

1

1
.

m

j
j

ξ β
+

=

=∑
Этап 2. Выбор пути.
1. Проверить, есть ли запрет на заезд в 

фиктивный целевой объект: 1tabu = ?
Если нет, то выбрать минимальный эле-

мент
( _ ) ( _ ), 0,...,

min ( ).i cur j k i cur jkj J k n
c c′ ′

∈ =
=

Если да, то выбрать минимальный эле-
мент без учета 1j m= +  и без учета 0k =

{ }( _ ) ( _ )\ 1 , 1,...,
min ( ),i cur j k i cur jkj J m k n

c c′ ′
∈ + =

=

снять запрет 0tabu = .
2. Ветвление.
2.1. Ветка ( _ ) 1,i cur j kx ′ ′ =  то есть в маршрут 

выбран путь «центр с номером _i cur  – целе-
вой объект j′  – центр k′».

1. Пересчитать оценку

( _ ) .i cur j kcξ ξ ′ ′= +
2. Проверить, является ли выбранный це-

левой объект фиктивным: 1j m′ = + ? 
Если да, то пересчитать оценку 

1,mξ ξ β += +
если нет, то убрать целевой объект j′  из рас-
смотрения

{ }\ .J J j′=
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3. Изменить _i cur
_ .i cur k′=

4. Проверить, посещены ли все объекты 
типа A: { }1J m= + ?

Если да, то перейти к этапу 3,
если нет, то перейти к этапу 2.
2.2. Ветка ( _ ) 0,i cur j kx ′ ′ =  то есть соответ-

ствующий путь не выбран в маршрут.
1. Проверить, является ли объект типа A 

фиктивным: 1j m′ = + ? 
Если да, то убрать его из рассмотрения на 

следующей итерации: 1,tabu =  
если нет, то исключить возможность вы-

бора этого пути: ( _ ) .i cur j kc ′ ′ = ∞
2. Привести матрицу и обновить оценку. 

, 0,...,
min ( ),j ij ki k n

cβ ′ ′
=

=  1,..., ,j m=

,ij k ij k jc c β′ ′ ′= −  0,..., ,i n=  0,..., ,k n=

.jξ ξ β ′= +

3. Перейти к этапу 2.
Этап 3. Обновление рекорда.
1. Замкнуть маршрут

( _ )( 1)0 1.i cur mx + =

2. Обновить оценку

( _ )( 1)0.i cur mcξ ξ += +

3. Обновить рекорд.
Проверить: Rξ > ?
Если да, то обновить рекорд ,R ξ=
если нет, то рекорд не менять.

На этапе инициализации необходимо вне-
сти дополнительные изменения в матрицу C 
в соответствии с ограничениями задачи (5)–
(9). А именно, элементы 0( 1) ,m kc +  0,..., ,k n=  

( 1) ,i m kc +  , 1,..., ,i k n=  0 ,ijc  1,..., ,j m=  0,...,i n=  
необходимо приравнять к некоторому боль-
шому числу или бесконечности, чтобы алго-
ритмически запретить выбор этих элементов 
на этапе приведения матрицы и на этапе вы-
бора пути.

Заметим, что на первом шаге Этапа 2 вы-
бранный элемент ( _ )i cur j kc ′ ′  не всегда равен 
нулю, так как приведение на первом этапе 
производится только по слоям j  согласно те-
оремам 1 и 2. В связи с этим на первом шаге 
ветки 2.1 производится пересчет оценки.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Для анализа построенного алгоритма 
была разработана его программная реализа-
ция. Проведена серия вычислительных экспе-
риментов со следующими входными и выход-
ными данными.

Входные данные: матрицы расстояний для 
задач разной размерности. 

Расстояния вычислялись на основании 
случайного равномерного распределения це-
левых объектов (тип A) и центров (тип В) на 
квадратной плоскости размера 100 100.×

Для каждого эксперимента расчеты про-
водились на 500 матрицах.

Выходные данные: среднее арифмети-
ческое значений целевой функции, среднее 
арифметическое количества ветвлений, сред-
нее арифметическое времени работы алго-
ритма.

В табл. 1 представлены результаты экспе-
риментов.

Таблица 1. Результаты эксперимента
[Table Experiment results]

тип В×
тип А

Значение 
ц.ф.

Кол-во 
ветвлений

Время, 
мс

1 10× 1087 59 <1
1 30× 2983 456 10
1 50× 4923 1128 45
1 100× 9768 4596 373
2 10× 874 3328 59
2 30× 1878 15657 1032
2 50× 3062 60853 1793
2 100× 6041 >200000 >15000
5 10× 605 92118 6274
5 30× 1535 >200000 >20000
5 50× 2388 >300000 >20000
5 100× 4705 >300000 >30000
10 10× 565 >300000 >30000
10 30× 1119 >300000 >50000
10 50× 1697 >400000 >60000
10 100× 3320 >400000 >100000

По результатам проведенного экспери-
мента можно сказать, что количество объек-
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тов, в которые можно возвращаться неогра-
ниченное число раз (центры, тип В), намного 
больше влияет на время работы алгоритма и 
на число ветвлений. В то же время увеличение 
количества объектов типа B сокращает значе-
ние целевой функции, что можно увидеть и в 
табл. 1, и на графике (рис. 6). График построен 
для 10 целевых объектов, на горизонтальной 
оси отмечено количество центров, на вер-
тикальной оси – средние значения целевой 
функции, взятые из табл. 1.

В табл. 2 отражены результаты ещё одной 
серии экспериментов с дополнительным чис-
лом объектов типа B, который также показы-
вает рост числа ветвлений при увеличении 
количества центров.

Таблица 2. Увеличение количества 
объектов типа В

[Table 2. Increase in the number of objects B type]
тип В×тип А Кол-во ветвлений

1 10× 59
2 10× 3328
3 10× 12982
4 10× 70719
1 30× 456
2 30× 15657
3 30× 117804
4 30× >200000

На рис. 7 построен график для 10 целевых 
объектов, на горизонтальной оси отмечено 
количество центров, на вертикальной оси — 
средние значения числа ветвлений, взятые из 
табл. 2.

По результатам данных экспериментов 
следует сделать вывод о том, что предложен-
ный способ вычисления оценки должен быть 
доработан. Большое количество ветвлений 
говорит о том, что во многих узлах оценка 
меньше рекорда, поэтому ветки не «закры-
ваются», и ветвление продолжается. Следует 
улучшить методику подсчета оценок, воз-
можно, используя теорему 3, которая на дан-
ном этапе исследования никак не задейство-
вана в алгоритме. 

Следующая серия экспериментов нацеле-
на на вычислительное подтверждение того, 
что алгоритм находит оптимальное решение. 
Для известных матриц расстояний с одним 
центром добавлены расстояния от всех целе-
вых объектов до ещё одного центра, который 
заведомо расположен в худшей позиции по 
сравнению с имеющимся. 

Проиллюстрируем данный эксперимент 
на примере. Дана матрица расстояний, в пер-
вой строке которой записаны расстояния от 
фиктивного центра до целевых объектов (в 
том числе фиктивного), а во второй строке — 
расстояние от основного центра до всех целе-
вых объектов. 

17 12 9 0
.

5 4 6 12
 
 
 

Добавим ещё один центр, который распо-
ложен заведомо хуже имеющегося. В матрице 
появится третья строка.

17 12 9 0
5 4 6 12 .

111 107 121 131

 
 
 
 
 

Рис. 6. Снижение затрат
[Fig. 6. Cost reduction]

Рис. 7. Увеличение числа ветвлений
[Fig. 7. Increase of branching]
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Очевидно, что оптимальное решение 
должно сохраниться, так как обязательного 
требования заезда во все центры нет. То есть 
добавленный центр должен остаться не посе-
щенным.

Для проверки этого факта был проведен 
эксперимент. Были взяты матрицы рассто-
яний для случая, когда один центр распола-
гается в центре области, а целевые объекты 
равномерно распределены по ней. Для таких 
матриц были посчитаны значения целевой 
функции и количество ветвлений. После был 
введен дополнительный центр, расположен-
ный заведомо далеко. И вычисления были 
проведены для обновленных матриц.

Результаты эксперимента представлены в 
табл. 3.
Таблица 3. Дополнительный объект типа В

[Table 3. Additional object B type]

тип В×тип А Значение ц.ф. Кол-во 
ветвлений

1 10× 1068 28
2 10× 1068 29
1 30× 2883 141
2 30× 2883 166
1 50× 4655 295
2 50× 4655 363
1 100× 9107 1136
2 100× 9107 1447

Из табл. 3 видно, что значение целевой 
функции не меняется, но количество вет-
влений увеличилось при введении дополни-
тельного центра. Таким образом, можно сде-
лать вывод, что алгоритм работает правиль-
но и действительно получает оптимальное 
решение.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для задачи маршрутизации транспортных 
средств с несколькими центрами с чередова-
нием и единым местом сбора построена ма-
тематическая модель в виде задачи дискрет-
ной оптимизации. Отличием данной задачи 
от других известных формулировок ЗМТС 
является требование чередования двух типов 

объектов с разными свойствами в маршру-
те транспортного средства. Основываясь на 
теоремах об эквивалентных задачах и схеме 
метода ветвей и границ, разработан точный 
алгоритм решения задачи. Проведенный экс-
перимент показал достоинства и проблемы 
разработанного алгоритма. Дальнейшие ис-
следования должны быть направлены на мо-
дификацию способа приведения матриц для 
более эффективного вычисления оценок.
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