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Аннотация. Исследуются свойства математической модели управления тепломассооб-
меном и трением в ламинарном пограничном слое на проницаемых цилиндрических и 
сферических поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов. Объединённые си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений, полученные методом обобщённых 
интегральных соотношений А. А. Дородницына для аппроксимации систем уравнений 
в частных производных, описывающих ламинарные пограничные слои на проницае-
мых цилиндрических и сферических поверхностях гиперзвуковых летательных аппара-
тов, применяются в математической модели. Параметры математической модели в точке 
торможения потока определяются из объединённых систем нелинейных алгебраических 
уравнений. Вдув в пограничный слой, температурный фактор и магнитное поле исполь-
зуются в качестве управлений.

Рассматриваются случаи применения на всём участке управления сочетаний линей-
ного вдува, линейного температурного фактора и постоянного магнитного поля. Даётся 
постановка прямой задачи. Получены зависимости значений функционалов гиперзвуко-
вой аэродинамики (интегрального теплового потока и суммарной силы ньютоновского 
трения) от управляющих воздействий (вдува и температурного фактора). Приведены ре-
зультаты вычислительных экспериментов.
Ключевые слова: управление, тепломассообмен, ламинарный пограничный слой, ги-
перзвуковые течения, проницаемые поверхности, линейно возрастающий вдув, линейно 
убывающий вдув, линейно возрастающий температурный фактор, линейно убывающий 
температурный фактор, интегральный тепловой поток, суммарная сила ньютоновского 
трения.
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ВВЕДЕНИЕ

Данная работа является расширенным 
вариантом материалов докладов, представ-
ленных на Международную конференцию 
«ВЗМШ С. Г. Крейна–2020» [1, 2]. 

Для анализа влияния реальных физи-
ко-химических процессов (возбуждение ко-

лебательных уровней молекул, диссоциация, 
ионизация [3]) на тепломассообмен и трение 
в ламинарном пограничном слое (ЛПС) на 
проницаемых цилиндрических и сферических 
поверхностях гиперзвуковых летательных ап-
паратов (ГЛА), совершающих полёты в плот-
ных слоях атмосферы, необходима разработка 
адекватных математических моделей, учиты-
вающих все особенности этих процессов. 

С помощью метода обобщённых инте-
гральных соотношений А. А. Дородницына 
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[4] системы дифференциальных уравнений в 
частных производных (ДУЧП), описывающие 
ЛПС, могут быть сведены к аппроксимирую-
щим системам обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ). Этот подход, тре-
бующий большой подготовительной работы, 
очень популярен в инженерной практике для 
расчёта аэродинамических характеристик 
течений сжимаемых газов [5–8]. В [9, 10] по-
лучены аппроксимирующие системы ОДУ, 
описывающие ЛПС на участке управления 
для проницаемых цилиндрических и сфери-
ческих поверхностей ГЛА. 

Влияние на параметры 0 ( )xT , 1( )xT , 0 ( )xZ , 

1( )xZ  математической модели ЛПС, на ло-
кальные характеристики ( )q x , ( )f x  тепло-
массообмена и трения сочетаний постоянных 
и/или линейных управляющих воздействий — 
вдува ( )m x , температурного фактора ( )w xW  и 
магнитного поля ( )s x  рассмотрено в [11–18]. 

Влияние на функционалы гиперзвуковой 
аэродинамики (интегральный тепловой по-
ток Q  и суммарную силу ньютоновского тре-
ния F , являющиеся интегральными характе-
ристиками тепломассообмена и трения) и на 
мощность N  системы, обеспечивающей вдув, 
рассмотрено (на всём участке управления 
[19]) для следующих сочетаний управляющих 
воздействий:

1) для постоянных вдува m , температур-
ного фактора wW  и магнитного поля s  [15, 16, 
20–24];

2) для линейного вдува ( )m x  и постоян-
ных температурного фактора wW  и магнитно-
го поля s  [22, 25];

3) для линейного температурного фактора 
( )w xW  и постоянных вдува m  и магнитного 

поля s  [26].
В данной работе, продолжающей исследо-

вание свойств математической модели ЛПС 
электропроводящего газа на проницаемых 
цилиндрических и сферических поверхно-
стях ГЛА [9–18, 20–26], рассматривается вли-
яние следующего сочетания управляющих 
воздействий: линейно возрастающего/ убы-
вающего вдува, линейно возрастающего/ 
убывающего температурного фактора и по-
стоянного магнитного поля на интегральные 
характеристики тепломассообмена и трения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую прямую задачу [24]:
( , , ) ( , , ; , , )wm s q f Q F NW Ko .          (1)

По заданным управлениям: ( )m x  — вдуву 
в ЛПС, где [0;1]x X�  , а ось x  направлена 
вдоль контура тела; 

0
( ) ( )w w ex T x TW   — тем-

пературному фактору, где ( )wT x  — темпера-
тура стенки, а 

0e
T  — температура в точке тор-

можения 0 0x   потока; 2

0( ) ( )s x B xV  — маг-
нитному полю требуется рассчитать параме-
тры 0 ( ; , , )wx m sT W , 1( )T ! , 0 ( )Z ! , 1( )Z !  мате-
матической модели ЛПС [10, 24] для случаев 
обтекания боковой поверхности кругового 
цилиндра и поверхности сферического носка. 
Для нахождения параметров 0 1, ,T Z!  ЛПС 
применяется объединённая аппроксимиру-
ющая система ОДУ (5)–(8) [24] с начальными 
условиями, полученными из объединённой 
нелинейной алгебраической системы (10)–
(13) [24]. После этого определяются локаль-
ный тепловой поток ( ; , , )wq x m sW ; локальное 
напряжение трения ( ; , , )wf x m sW ; локальная 
мощность системы, обеспечивающей вдув 
( ; , , )wx m sK W . Затем (для 1kx  ) определяются 

интегральный тепловой поток (2) [24]

 4
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суммарная сила трения Ньютона (3) [24]
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вычисляемая с использованием фильтраци-
онного закона Дарси суммарная мощность 
(4) [24]

 � �4 2

0

( , , ) (2 )
kx

k

w wN m s r av x dxW S �³  (4)

системы, обеспечивающей вдув. В (2)–(4) ко-
эффициент 4 0k   для боковой поверхности 
цилиндра, 4 1k   для поверхности сфериче-
ского носка с радиусом ( )r x .

2. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Пусть фиксированы значения неизменяе-
мых параметров:

 число Маха [10;40]Mf � ; (5)
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 высота полёта [10;30]H �  [ ]êì ; (6)
 радиус тела [0,1;1]R�  [ ]ì . (7)
Пусть диапазоны изменения управляю-

щих параметров ограничены:
 [0;1]cm M�  ; (8)

 pr [0,15;0,9]c

w TW �  ,   pr th [0;1]c cT T�  ; (9)

 4[0;5 10 ]cs S�  �  [ / ( )]�Òë Îì ì . (10)
Далее индекс “w” параметра wW  и размерность 
[ / ( )]�Òë Îì ì  параметра s  опущены.

Линейный вдув ( )m x , определяемый за-
коном (8) [17]

 � � � �0 1; ,m x m x m m  

 � �0 1 01m x m x m m xc � � � �  � � , (11)

где 0m , 1

cm M� , 1 0m m mc  � , назовём [11] воз-
растающим (для 0mc ! ) или убывающим (для 

0mc � ) слабо при � �0;0,3mc � , умеренно при 

> �0,3;0,7mc � , сильно при > @0,7;1mc � .
Линейный температурный фактор ( )xW , 

определяемый законом (8) [18]
 � � � �0 1; ,x xW W W W  

 � �0 1 01 x x xW W W W c � � � �  � � , (12)

где 0W , 1

cTW � , 1 0W W Wc  � , назовём [11] возрас-
тающим (для 0W c ! ) или убывающим (для 

0W c � ) слабо при � �0;0,25W c � , умеренно при 

> �0,25;0,5W c � , сильно при > @0,5;0,75W c � .
Обозначим
 ^ `05 0;0,05; ;0,95;1d cM M �! ; (13)

 ^ `25 050;0,25;0,5;0,75;1d dM M � ; (14)

 ^ `25 250,25;0,5;0,75d dM Mc  � ; (15)

 ^ `05,th th0;0,05; ;0,95;1d cT T �! ; (16)

 ^ `05,pr 05,th pr0,15;0,2; ;0,9d d cT T T  ! � ; (17)

 ^ `15 05,pr0,15;0,3; ;0,9d dT T �! ; (18)

 ^ `15 150,15;0,45;0,6d dT Tc  � ; (19)

 4 4

25 {0;2,5 10 ;5 10 }d cS S � � � . (20)

Вычислительные эксперименты для удоб-
ства сравнения с [9, 15, 16, 20–26] выполнены 
для воздуха в атмосфере Земли при 10H  [км], 

10Mf  , 0,1R   [м].
На рис. 1–12 представлены (символ «¡») 

результаты вычислительных экспериментов 
для случаев [11–14] управлений (11), (12) при 

0m , 1 25

dm M�  и 0W , 1 15

dTW �  для некоторых соче-
таний 25| | dm M cc�  и 15| | dTW cc�  при 250 ds S{ � . 
Распределение случаев сочетаний законов 
управления по рисункам указано в табл. 1.

Таблица 1
[Table 1]

| |mc 0,25 0,25 0,50

                         | |W c 0,15 0,45 0,15

0mc ! , 0W c ! рис.1 рис.2 рис.3

0mc ! , 0W c � рис.4 рис.5 рис.6

0mc � , 0W c ! рис.7 рис.8 рис.9

0mc � , 0W c � рис.10 рис.11 рис.12

Сопоставляя [17, 18] элементам множеств 

05

dM  и 05,th

dT  буквы латинского алфавита от “a” 
до “u”, элементам 05,pr

dT  — буквы от “d” до “s”, 
отметим положение пар ( , )Q F  для некото-
рых сочетаний управлений. Например, “afdg” 
соответствует ( 0 0,0m  ; 1 0,25m  ; 0 0,15W  ; 

1 0,3W  ).
На рис. 1–12 использована криволинейная 

сетка [23, 24] образов ( , )Q F  линий двух се-
мейств управлений 

 ( , , ) | |{ }{ cM m s m Const MW  �

 05,th , 0}dConst sW  �7 { ; (21)

 th( , , ) | |{ }{ cT m s Const TW W  �

 05 , 0}dm Const M s � { . (22)

Рис. 1. Область {( , )}Q F:   для 0,25mc  � , 0,15W c  � , 0s {
[Fig. 1. �e domain {( , )}Q F:   for 0,25mc  � , 0,15W c  � , 0s { ]
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Рис. 2. Область {( , )}Q F:   для 0,25mc  � , 0,45W c  � , 0s {
[Fig. 2. �e domain {( , )}Q F:   for 0,25mc  � , 0,45W c  � , 0s { ]

Рис. 3. Область {( , )}Q F:   для 0,50mc  � , 0,15W c  � , 0s {
[Fig. 3. �e domain {( , )}Q F:   0,50mc  � , 0,15W c  � , 0s { ]

Рис. 4. Область {( , )}Q F:   для 0,25mc  � , 0,15W c  � , 0s {
[Fig. 4. �e domain {( , )}Q F:   for 0,25mc  � , 0,15W c  � , 0s { ]

Рис. 5. Область {( , )}Q F:   для 0,25mc  � , 0,45W c  � , 0s {
[Fig. 5. �e domain {( , )}Q F:   for 0,25mc  � , 0,45W c  � , 0s { ]



9ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2021, № 2

Анализ влияния сочетаний линейных управляющих воздействий на область значений ...

Рис. 6. Область {( , )}Q F:   для 0,50mc  � , 0,15W c  � , 0s {
[Fig. 6. �e domain {( , )}Q F:   for 0,50mc  � , 0,15W c  � , 0s { ]

Рис. 7. Область {( , )}Q F:   для 0,25mc  � , 0,15W c  � , 0s {
[Fig. 7. �e domain {( , )}Q F:   for 0,25mc  � , 0,15W c  � , 0s { ]

Рис. 8. Область {( , )}Q F:   для 0,25mc  � , 0,45W c  � , 0s {
[Fig. 8. �e domain {( , )}Q F:   for 0,25mc  � , 0,45W c  � , 0s { ]

Рис. 9. Область {( , )}Q F:   для 0,50mc  � , 0,15W c  � , 0s {
[Fig. 9. �e domain {( , )}Q F:   for 0,50mc  � , 0,15W c  � , 0s { ]
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе изучено влияние на об-
ласть значений функционалов гиперзвуковой 
аэродинамики (на интегральный тепловой 
поток Q  и суммарную силу ньютоновского 
трения F) четырёх сочетаний наиболее про-
стых представителей класса монотонных 
функций — линейно возрастающего/ убыва-
ющего вдува и линейно возрастающего/ убы-
вающего температурного фактора.

Полученные результаты вычислительных 
экспериментов могут быть использованы в 

качестве ограничений в задачах синтеза эф-
фективного управления как на всём участке 
[19], так и на его фрагментах [27].
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Annotation. §e article studies the properties of a mathematical model designed to control heat 
and mass transfer and friction in the laminar boundary layer on permeable cylindrical and spheri-
cal surfaces of hypersonic aircra¦. §e mathematical model is based on the systems of ordinary dif-
ferential equations obtained by A. A. Dorodnitsyn’s generalized method of integral relations which 
was used to approximate the systems of partial differential equations describing laminar boundary 
layers on the permeable cylindrical and spherical surfaces of hypersonic aircra¦. §e parameters 
of the mathematical model at the flow stagnation point are determined from the joint systems of 
nonlinear algebraic equations. §e blowing into boundary layer, the temperature factor and the 
magnetic field are used as controls. 

§e article considers the combinations of linear blowing, linear temperature factor and a con-
stant magnetic field being applied to the entire control segment. §e statement of direct problem is 

given. §e hypersonic aerodynamics functionals 
(the total heat flow and the total Newton friction 
force) dependences on controls (the blowing into 
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boundary layer and the temperature factor) are obtained. §e computational experiments results 
are presented.
Keywords: control, heat and mass transfer, laminar boundary layer, hypersonic flows, permeable 
surfaces, linearly increasing blowing, linearly decreasing blowing, linearly increasing temper-
ature factor, linearly decreasing temperature factor, total heat flow, total Newton friction force.
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