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Аннотация. Идентификация параметров распределенных динамических систем явля-
ется важной задачей технических, экономических и социальных приложений. При мо-
делировании объектов таких приложений обычно используют уравнения многомерной 
авторегрессии с регрессорами, расположенными в смежных узлах пространственных 
координат. Очевидно, что в этом случае между регрессорами обычно существует значи-
мая корреляционная зависимость. Возникает эффект квазимультиколлинеарности, след-
ствием которого является завышенное значение стандартной ошибки оценок параметров 
авторегрессии, а также смещение получаемых оценок параметров. Среди различных ме-
тодов повышения качества статистических оценок много таких, которые снижают стан-
дартную ошибку и повышают смещение и, наоборот, среди них метод инструменталь-
ной переменной, ридж-регрессия и другие. Таким образом, наличие двух составляющих 
ошибки порождает необходимость поиска компромисса «смещения и разброса» хорошо 
известного в машинном обучении. Объектом нашего исследования являются уравнения 
множественной авторегрессии, полученные на основании аппроксимации однородных 
уравнений в частных производных с постоянными параметрами разностными уравнения 
со свойством консервативности. Разностная схема называется консервативной, если она 
сохраняет на сетке те же законы сохранения, что и в исходной дифференциальной задаче. 
В рамках данной работы проведен сравнительный анализ решения задачи параметриче-
ской идентификации в случае применения к ней обычного метода наименьших квадратов 
(МНК), ридж-регрессии и двух авторских методов понижения размерности. Сравнитель-
ный анализ применения исследуемых методов идентификации к оценке параметров  по-
казал существенную зависимость качества оценки от интенсивности помех наблюдения. 
При малых помехах все рассматриваемые методы успешно справляются с задачей иден-
тификации. При увеличении интенсивности помех удовлетворительную работоспособ-
ность демонстрирует только авторский метод понижения размерности, основанный на 
учете свойства консервативности разностной схемы.
Ключевые слова: мультиколлинеарность, авторегрессионная модель, конечно-разност-
ные уравнения, идентификация, МНК-оценки, смещенные оценок параметров модели, 
понижение размерности, ридж-регрессия.
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ВВЕДЕНИЕ

Идентификация параметров распределен-
ных динамических систем является одной из 
важнейших задач технических, экономиче-
ских и социальных приложений. При моде-

лировании объектов этих приложений часто 
применяются пассивные методы идентифика-
ции, основанные на статистической обработ-
ке наблюдаемых значений переменных функ-
ционирующего объекта. При этом исходное 
линейное дифференциальное уравнение за-
меняется на соответствующую разностную 
схему [1, 2]. Разностная схема позволяет пе-
рейти к регулярной сетке пространственных 
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и временных координат в узлах которой осу-
ществляется наблюдение переменных. В этом 
случае для моделирования целесообразно 
использовать уравнения многомерной авто-
регрессии с регрессорами, расположенными 
в смежных узлах пространственных коорди-
нат [3–5]. Очевидно, что в этом случае между 
регрессорами обычно существует значимая 
корреляционная зависимость. Возникает 
эффект квазимультиколлинеарности, след-
ствием которого является завышенное значе-
ние стандартной ошибки оценок параметров 
авторегрессии [6]. Второй источник оши-
бок идентификации модели — корреляция 
случайных помех наблюдения переменных 
нестационарного процесса с регрессорами, 
следствием чего является смещение получае-
мых оценок параметров [6]. Среди различных 
методов повышения качества статистических 
оценок много таких, которые снижают стан-
дартную ошибку и повышают смещение и на-
оборот. Например, уменьшение размерности 
признакового пространства авторегрессии, 
применение методов регуляризации снижает 
стандартную ошибку [13–15], но может уве-
личить смещение. Метод инструментальных 
переменных [15] эффективен при борьбе со 
смещением, но может увеличивать стандарт-
ную ошибку оценки. 

Таким образом, наличие двух составляю-
щих ошибки порождает необходимость поис-
ка компромисса «смещения и разброса» хо-
рошо известного в машинном обучении [13], 
частным случаем которого является рассма-
триваемая задача идентификации. 

Объектом нашего исследования являют-
ся уравнения множественной авторегрессии, 
полученные на основании аппроксимации 
однородных уравнений в частных произво-
дных с постоянными параметрами разност-
ными уравнения со свойством консерватив-
ности. Разностная схема называется консер-
вативной, если она сохраняет на сетке те же 
законы сохранения, что и в исходной диффе-
ренциальной задаче [9]. 

Рассматривается приведенная разностная 
схема

 1

1 1 2 3 1,
k k k k

i i i iy a y a y a y�
� � � �  (1)

с заданными начальными и краевыми усло-
виями:
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где i  — дискретные значения пространствен-
ной координаты, k  — дискретное время; 

1 2 3 1,� �  a a a  что обеспечивает консерватив-
ность схемы [8]. Действительно, стационар-
ный режим по всем координатам может обе-
спечиваться только когда правая часть выра-
жения (1) представляет собой выпуклую ли-
нейную комбинацию. 

Значения переменной k

iy  измеряется в ка-
ждом узле i  с погрешностью ,ki[  формируе-
мой случайным процессом типа «белый шум». 
Измеренное значение будем обозначать 

.k k k

i i ix y [ �  Тогда выражения (1) и (2) можно 
записать в форме авторегрессионной зависи-
мости, описывающей, вообще говоря, неста-
ционарный временной ряд:
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где 1Z [ [� � �k T k

i i a ; T  — здесь и далее знак 
транспонирования. Принципиальное отли-
чие разностной схемы (1) от авторегрессии 
(3) состоит в том, что в правой части послед-
ней переменные ,kix  ,i k�  измеряются в узлах 
сетки. Значения начальных и краевых усло-
вий также определяются результатами изме-
рений. 

В рамках данной работы проведен срав-
нительный анализ решения задачи параме-
трической идентификации (3) в случае при-
менения к ней обычного метода наименьших 
квадратов (МНК), ридж-регрессии и двух 
авторских методов понижения размерности 
[10, 11].

1. МОДЕЛИ И МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

Оценки МНК параметров (3) имеют сле-
дующий вид [6]

 1ˆ ( ) ( ).T Ta X X X Xa Z� �  (4)

Наличие смещения проверяется примене-
нием оператора математического ожидания к 
выражению (4):

 1( ) ;Z�z � T Ta a X X X
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в условиях корреляции случайных помех на-
блюдения переменных нестационарного про-
цесса с регрессорами. Следует отметить такое 
свойство оценок МНК как эффективность, т. е. 
минимальную дисперсию оценок параметров.

В качестве альтернативы МНК рассмо-
трим оценки параметров модели (3), полу-
чаемые с помощью ридж-регрессии. В этом 
случае к критерию МНК делается добавка ре-
гуляризации [14]

 
2 2

( ) ( ) min,W � � op
a

Q a x y a a  (5)

где W  — коэффициент регуляризации.
Регуляризованная МНК-оценка получает-

ся в виде 
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У матриц TX X  и TX X IW�  собственные 
вектора совпадают, а собственные значения 
различаются на .W  Поэтому число обуслов-
ленности для матрицы TX X IW�  равно
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Получается, что чем больше ,W  тем меньше 
число обусловленности. С ростом W  возрас-
тает устойчивость задачи, но растет смеще-
ние оценок.

Нами были предложены методы пониже-
ния размерности за счет учета свойства кон-
сервативности разностной схемы [10, 11]. Так 
в работе [10], с учетом коррелированности 
временных рядов в смежных узлах сетки, 
предложено уровень ряда в i-м узле заменить 
на выражение 

 1 1 2 1 .k k k k

i i ix x xE E [� � � �  (7)

Выражение (7) позволяет рассчитывать на 
получение МНК-оценок Ê  с меньшей стан-
дартной ошибкой как за счет понижения раз-
мерности, так и вследствие снижения корре-
лированности временных рядов в несмежных 
узлах.

Подставляя выражение (7) в (3) получим
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где k[6  — выпуклая линейная комбинация по-
мех 1 1, , .k k k

i i i[ [ [� �

Выражение (8) с полученными оценками 
Ê  позволяет построить систему линейных 
уравнений относительно параметров Ê :
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Определитель системы (9)

 1 2
ˆ ˆ 1E E� �

отличен от нуля в случае, когда

 1 2
ˆ ˆ 1.E E� z

Таким образом, оценки вычисляются в 
два этапа: сначала рассчитываются оценки Ê  
модели выражения (7), затем вычисляются 
оценки ˆ,T  и решается система (9).

Условие консервативности можно исполь-
зовать напрямую [11]. Выражая, например, 

2 1 31 � �a a a  получим следующую модифи-
кацию модели выражения (3)
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Здесь, также как и в предыдущем подходе, 
можно рассчитывать на получение МНК-о-
ценок параметров с меньшей стандартной 
ошибкой.

Далее, приведенные четыре метода по-
лучения оценок, будем обозначать следую-
щим образом: МНК — обычный МНК; РР — 
ридж-регрессия; ДМНК- двухэтапный МНК; 
ММНК- модифицированный МНК.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ 
ИССЛЕДОВАНИЕ КАЧЕСТВА ОЦЕНОК

Исследование проводилось на примере 
одномерного по пространственной коорди-
нате уравнения конвективной диффузии

2

2

y y y
D v
z zW

w w w
 �

w w w
  (11)

(0, ) ( ),M y z z
min max

1 2( , ) ( ), ( , ) ( )  y t z f t y t z f t .

где 0D t  — коэффициент диффузии, 0v t  — 
скорость конвекции, z  — пространственная 
координата.

Выборочная статистика, необходимая для 
модельного исследования была получена с 
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использованием аналитического решения  
уравнения (11) с заданными значениями па-
раметров D  и ,v  начальными и граничными 
условиями.

Аналитическое решение задачи имеет вид 
[12]

� ��
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( , ) exp exp sin
2 2

exp 4 sin 2 exp 9 sin 3 .

t
x t l l Dt l

D
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© ¹© ¹

� � � �

Рассматриваемое дифференциальное урав-
нение может быть представлено с помощью 
приведенной разностной схемы (1).
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Нетрудно проверить, что 1 2 3 1.� �  a a a

К значениям переменной iy  в соответ-
ствующих узлах сетки была добавлена адди-
тивная помеха наблюдения ,ki[  полученная с 
помощью генератора независимых случай-
ных чисел гауссовского типа с нулевым мате-
матическим ожиданием и единичной диспер-
сией 2.[V  Интенсивность помехи 2c [V  задава-
лась на уровнях: 0.1,c   0.01,c   0.001.c  

Для получения надежных результатов 
оценок смещения и стандартной ошибки, 
допускающих сравнения числовых величин, 
эксперименты во всех режимах повторялись 
1000 раз и их результаты усреднялись.

Для каждого из четырех методов были по-
лучены оценки параметров исходной задачи 
идентификации, а также оценки средней ве-
личины смещения и стандартной ошибки. В 
случае ридж-регрессии рассматривались раз-
личные значения параметра регуляризации 
на каждом уровне шума.

В табл. 1 показано влияние значения пара-
метра регуляризации ридж-регрессии на ка-
чество оценки параметра 1a  при интенсивно-
сти помех 0,01.c   Для остальных параме-
тров результаты качественно аналогичны.

Табл. 1 наглядно показывает, что с ростом 
параметра регуляризации стандартная ошиб-
ка оценки уменьшается, а смещение растет. 
Для сравнительного анализа ридж-регрессии 
с другими методами было выбрано значение 
параметра регуляризации 12,456,W   при ко-
тором стандартная ошибка параметра 1a  со-
измерима с соответствующим значением 
оценки МНК.
Таблица 1. Стандартная ошибка и смещение 

параметров в случае ридж-регрессии
[Table 1. Standard error and parameter offset 

in the case of ridge regression]

Параметр 
регуляризации

Стандартная 
ошибка

Смещение

2.0498 0.09207 0.129

4.4976 0.09201 0.138

8.9851 0.0909 0.145

12.456 0.09 0.152

14.876 0.0806 0.201

16.976 0.08 0.399
В табл. 2 приведены результаты реализа-

ции методов МНК, РР, ДМНК и ММНК: оцен-
ки величины стандартной ошибки (СО) и 
смещения (СМ) при идентификации параме-
тров разностной схемы (1) с различной ин-
тенсивностью помех .c

Данные табл. 2 показывают, что при ма-
лых помехах 0, )1( 00c   все методы иденти-
фикации обеспечивают удовлетворительную 
оценку параметров разностной схемы (1) — 
ошибка не более 1 % от абсолютного значения 
параметра. При больших ( 1)0,c   и средних 
( 1)0,0c   помехах с идентификацией более 
или менее справляется только ММНК, обе-
спечивая стандартную ошибку и смещение 
оценок до 10 % при больших помехах и до 4 % 
при средних помехах. Другие методы демон-
стрируют практически не приемлемые значе-
ния стандартной ошибки и смещения.

При среднем уровне шума стандартная 
ошибка оценки методом РР несколько ниже со-
ответствующей оценки МНК, что подтвержда-
ет теоретические ожидания. Стандартную 
ошибку можно было бы уменьшить, применяя 
РР, но как показано в табл. 1, при этом достаточ-
но быстро начинает расти смещение.
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Наглядное представление результатов 
сравнительного анализа точности получения 
оценок параметров 1 2 3; ;a a a  разностной схе-
мы (1) для средней интенсивности помех на-
блюдения показаны на рис. 1 и 2.

Таблица 2. Стандартная ошибка и смещение параметров в случае МНК, РР, ДМНК, ММНК
[Table 2. Standard error and parameter offset in the case of OLS, ridge regression, 

two-stage OLS, modified OLS]

Параметры С МНК РР ДМНК ММНК

Средняя величина смещения

а1 = 0,2583 0,1 0,1375 0,678 0,1321 0,0300

0,01 0,0937 0,152 0,0900 0,0110

0,001 0,0030 0,0357 0,0010 0,0009

a2 = 0,5 0,1 0,1707 0,5680 0,1690 0,0286

0,01 0,1625 0,1986 0,1601 0,0160

0,001 0,0049 0,0456 0,0008 0,0004

a3 = 0,2417 0,1 0,0244 0,6450 0,0369 0,0020

0,01 0,0683 0,1745 0,0701 0,0010

0,001 –0,0017 –0,0299 0,0002 0,0001

Средняя величина стандартного отклонения

а1 = 0,2583 0,1 0,1351 0,1532 0,1320 0,0270

0,01 0,0922 0,0900 0,0900 0,0100

0,001 0,0021 0,0091 0,0009 0,0008

a2 = 0,5 0,1 0,1699 0,1622 0,1689 0,0271

0,01 0,1608 0,1501 0,1600 0,0156

0,001 0,0024 0,0020 0,0008 0,0004

a3 = 0,2417 0,1 0,0207 0,0201 0,0360 0,0019

0,01 0,0665 0,0602 0,0643 0,0008

0,001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001

Рис. 1. Средняя величина смещения оценок 
параметров

[Fig. 1. �e average value of the bias of the 
parameter estimates]

Рис. 2. Средняя величина стандартной 
ошибки оценок параметров

[Fig. 2. �e average value of the standard error of 
parameter estimates]
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сравнительный анализ применения ис-
следуемых методов идентификации к оценке 
параметров консервативной разностной схе-
мы (1) показал существенную зависимость 
качества оценки от интенсивности помех на-
блюдения. При малых помехах ( 0,001)c   все 
рассматриваемые методы успешно справля-
ются с задачей идентификации. При увеличе-
нии интенсивности помех ( 0,01 c  и 0,1 c ) 
удовлетворительную работоспособность де-
монстрирует только модифицированный ме-
тод наименьших квадратов, основанный на 
учете свойства консервативности разностной 
схемы. Таким образом, модифицированный 
МНК можно рекомендовать для идентифика-
ции моделей распределенных динамических 
систем, разностное представление которых 
удовлетворяет приведенному свойству кон-
сервативности 1 2 3 1.� �  a a a  Следует ожи-
дать, что в задачах с более высокой размерно-
стью пространственных координат — ( 2R  и 
3R ), использование свойства консервативно-

сти также будет давать положительный эф-
фект. 
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overestimated value of the standard error of the estimation of the autoregression parameters and 
biased estimates of the model’s parameters. Methods of improving the quality of statistical esti-
mates include a large number of those that reduce the standard error and increase the bias, and 
vice versa, such as the method of instrumental variables, ridge regression, etc. §us, the presence 
of two components of error results in the need to find a compromise between bias and variance, 
a dilemma well-known in machine learning. In our study we focused on the multiple autoregres-
sion equations obtained by means of approximation of homogeneous partial differential equa-
tions with constant parameters to the difference equations with the property of conservativeness. 

A difference scheme is considered conservative 
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ysis of the following solutions to the problem of parametric identification: the ordinary least 
squares (OLS) method, ridge regression, and two methods of reducing the dimension suggested 
by the authors. §e comparative analysis of the application of the studied identification methods 
to the estimation of the parameters showed a significant dependence of the quality of the assess-
ment on the intensity of the observation interference. With low interference, all the considered 
methods are effective. With an increase in the intensity of interference, only the author’s method 
of reducing the dimension taking into account the conservativeness of the difference scheme 
provides satisfactory results.
Keywords: autoregressive model, finite difference equations, identification, OLS estimates, bi-
ased estimates of model parameters, dimensionality reduction.
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