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Аннотация. В работе описываются основные этапы реализации конкурса регрессион-
ных моделей сложных объектов. Он состоит в построении множества альтернативных 
вариантов модели заданного класса и последующем выборе лучшего варианта на основе 
использования векторного критерия оценки адекватности. В его состав, в частности, вхо-
дят критерии Фишера, Стьюдента, Дарбина — Уотсона, множественной детерминации, 
смещения, информативности набора независимых переменных, остаточная дисперсия, 
средние относительные ошибки аппроксимации и прогноза, ширина области определе-
ния модели. Общее количество потенциальных вариантов модели при этом может со-
ставить десятки тысяч для размерностей, соответствующих реальным ситуациям, воз-
никающим при моделировании. Описываются основные этапы организации конкурса 
моделей: построение множества допустимых вариантов по их соответствию содержатель-
ному смыслу факторов и значениям частных критериев адекватности; максимизация на 
этом множестве обобщенного критерия согласованности поведения расчетных и факти-
ческих значений зависимой переменной; в случае неединственности решения этой задачи 
реализация на сформированном множестве вариантов модели метода идеальной точки. 
Полученная в результате проведения конкурса модель будет соответствовать смыслу всех 
входящих в ее состав переменных и обладать высоким качеством.
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ВВЕДЕНИЕ

Весьма эффективным средством науч-
ного анализа сложных объектов самой раз-
личной природы является регрессионный 
анализ. При построении математических 
моделей данного типа исследователям при-
ходится сталкиваться с целым рядом доста-
точно сложных проблем. К ним, в частности, 
относятся: выбор подходящей аппроксими-
рующей функции независимых переменных 
с учетом преобразований независимых пе-
ременных, метода оценивания неизвестных 
параметров, способов интерпретации полу-
ченных результатов (см., в частности, [1–3]). 

В ряде работ изучаются различные частные 
аспекты этих проблем, связанные с использо-
ванием критериев нелинейности квазилиней-
ных регрессионных моделей [4], построением 
хорошо интерпретируемых качественных ре-
грессионных моделей [5], применением рас-
четных схем оценивания параметров адди-
тивной степенной регрессии [6], многокрите-
риальным выбором модели [7], выявлением 
лучшей модели по критерию множественной 
детерминации с регулируемым эффектом 
мультиколлинеарности между регрессорами 
[8]. В рамках регрессионного анализа прово-
дятся активные исследования, касающиеся 
как разработки методов построения конкрет-
ных моделей, так и критериев оценки их каче-
ства [9–14]. 

В настоящей работе развивается описан-
ный в работе [1] подход к организации кон-
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курса регрессионных моделей, состоящего в 
построении множества их альтернативных 
вариантов большой мощности и последую-
щего выбора наиболее приемлемого их них, 
руководствуясь векторным критерием оцен-
ки адекватности каждого варианта.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть, исходя либо из содержательных со-
ображений, либо основываясь на глубоких 
теоретических положениях, исследователь 
полагает, что поведение зависимой перемен-
ной y  определяется значениями независи-
мых факторов 1,..., ,mx x  то есть постулирует 
регрессионную зависимость

 1( ; ,..., ) , 1, ,D H �  k k km ky F x x k n  (1)

где k  — номер наблюдения, n  — длина вы-
борки, D  — вектор оцениваемых параметров, 

1,...,H Hn  — ошибки аппроксимации. При этом 
всякие предположения об их вероятностной 
природе отсутствуют, что позволяет оста-
ваться в рамках логико-алгебраического под-
хода к анализу данных. Аппроксимирующая 
функция F может быть выбрана из разных 
классов. Мы для определенности будем пола-
гать, что зависимость (1) представима в виде:

 0

1

( ) , 1, ,D D H
 

 � �  ¦ i

m

k i j ki k

i

y g x k n   (2)

где 
ij

g ( )kix  — j-е преобразование i-й незави-
симой переменной, выбранное из набора 

 1( ) { ( ),..., ( )}. LG z g z g z  (3)

В качестве преобразований ( )ig z  могут, наряду 
с тождественным преобразованием 1( ) , g z z  
использоваться элементарные функции 1/ ,z  
sin( ,)z  cos( ,)z  2 ,z  3 ,z  exp( ,)z  ln( ,)z  1/ exp( )z  
и другие.

Будем предполагать, что для идентифика-
ции неизвестных параметров ,Di  1, i m  ис-
следователь располагает арсеналом из D  ме-
тодов, в который входят, в частности, методы 
наименьших квадратов [1, 9, 15] и модулей 
[1], антиробастного [1, 16] и смешанного [17] 
оценивания.

Таким образом, может быть построено 
множество 1:  альтернативных вариантов 
уравнения (2):

 1

1{ ,..., },:  rM M

где r  — число размещений с повторениями 
из L  элементов по m, умноженное на :D

 . mr DL

При построении реальных моделей слож-
ных объектов число r может быть очень боль-
шим. Действительно, при четырех независи-
мых переменных в (1) ( ,)4 m  восьми воз-
можных их преобразований ( )8 L  и четы-
рех используемых методов оценивания пара-
метров ( )4 D  число всех возможных ре-
грессий (2) составит 44 9 26244.   r

Каждый из r  вариантов модели следует 
проверить на адекватность, то есть оценить, 
допустимы ли для него значения критериев 
адекватности? При этом надо иметь в виду, 
что в регрессионном анализе разработана це-
лая система таких критериев (см., например, 
[1, 9, 15]), каждый из которых описывает ка-
кую-либо частную характеристику качества 
описания реального объекта его математиче-
ской моделью. К ним, в частности, относятся: 

– критерий Фишера;
– критерий Стьюдента;
– величина остаточной дисперсии;
– критерий информативности набора не-

зависимых переменных;
– критерий Дарбина — Уотсона;
– критерий множественной детермина-

ции;
– критерий смещения;
– средняя относительная ошибка аппрок-

симации;
– средняя относительная ошибка прогноза;
– ширина области определения уравнения 

(2).
Пусть в общем случае качество каждого из 

r вариантов модели оценивается по векторно-
му критерию адекватности, содержащему T  
частных: 1( ) ( ( ),..., ( )),TK M K M K M  1.�:M  
Будем считать, что все критерии приведены к 
однородному виду, т. е. значение каждого из 
них тем лучше, чем оно выше. Приемы, по-
зволяющие произвести такую операцию для 
величины остаточной дисперсии, критериев 
Дарбина — Уотсона и смещения, а также для 
средних относительных ошибок аппроксима-
ции и прогноза, описаны в работе [1]. Отме-
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тим, что для некоторых вариантов 1�:M  ка-
кие-то компоненты вектора ( )K M  могут 
быть не определены. Так, например, исполь-
зование критериев детерминации, Фишера и 
Дарбина — Уотсона правомерно лишь для ме-
тода наименьших квадратов. Это обстоятель-
ство, однако, не влияет на ход последующих 
рассуждений.

Таким образом, задача построения лучше-
го варианта, или определения «победителя» 
конкурса моделей, может быть сформулиро-
вана следующим образом: найти такой вари-
ант * 1,�:M  который бы доставлял макси-
мум векторному критерию ( ):K M

 
1

* argmax ( ).
�:

 
M

M K M  (4)

Отметим, что задача (4) относится к классу 
задач многокритериальной оптимизации [18] 
с конечным множеством альтернатив. Такие 
задачи, как правило, не имеют классического 
единственного решения и требуют привлече-
ния различных формально и содержательно 
обоснованных эвристик для выделения луч-
шей альтернативы.

ФОРМИРОВАНИЕ ДОПУСТИМОГО 
МНОЖЕСТВА АЛЬТЕРНАТИВНЫХ 

ВАРИАНТОВ МОДЕЛИ

Займемся теперь выделением из 1:  мно-
жества допустимых вариантов. Прежде всего, 
удалим из 1:  варианты, не согласующиеся с 
содержательным смыслом переменных. При-
ведем прежде небольшой пример. Пусть мо-
дель (2) представляет собой производствен-
ную функцию [1] и при этом y  — выпуск 
продукции некоторым промышленным объ-
ектом, 1x  — стоимость производственных 
фондов, 2x  — численность работающих. 
Пусть один из вариантов модели имеет вид

 1 22.7 3.1 4.3 .H � � �y x x  (5)

Уравнение (5) следует признать неприем-
лемым, поскольку, в соответствии со смыс-
лом переменных, все его параметры, за ис-
ключением свободного члена, должны быть 
положительны. 

В общем случае исследователь должен на 
начальном этапе проведения конкурса задать 
вектор 1( ,..., ),O O O m  где

1, -

0, -

1, -

.

O


°
°
°
°
°

 ®
°
°�
°
°
°
¯
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i

åñëè ÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà
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îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

Тогда множество вариантов 2 1,: �:  до-
пустимых по смыслу входящих в модель пе-
ременных, формируется по правилу:

 2�:M ( ) 0,OD� ti i M 1, , i m

где ( )D M  — вектор параметров уравнения 
(2), соответствующий варианту .M  Разумеет-
ся, для преобразования 1/ z  должно выпол-
няться обратное неравенство.

Сформируем теперь множество вариан-
тов 3 2 ,: �:  допустимых по значениям кри-
териев. Такое требование тоже является впол-
не естественным, поскольку, например, явно 
недопустимыми являются варианты с мень-
шей, чем 0.7, детерминацией или большей, 
чем 10 %, средней относительной ошибкой 
аппроксимации. Поэтому также  на началь-
ном этапе проведения конкурса исследова-
тель должен задать нижнюю iK  и верхнюю 

iK  границы допустимости для каждого вари-
анта, 1, .i T  Тогда множество вариантов, до-
пустимых по значениям критериев, формиру-
ется по правилу:

 3�:M ( ) ,� d d ii iK K M K 1, .i T 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЛУЧШЕГО ВАРИАНТА 
МОДЕЛИ ПО КРИТЕРИЮ СОГЛАСОВАН-

НОСТИ ПОВЕДЕНИЯ

Практически все перечисленные выше 
критерии адекватности включают в состав 
соответствующих расчетных формул ошибки 
аппроксимации ,H k  1, . k n  Вместе с тем, су-
ществует весьма важный и эффективный 
критерий (подробно рассмотренный в рабо-
тах [19, 20]), не связанный с ними, а отражаю-
щий степень согласованности в поведении 
фактических ky  и расчетных * ( )ky M  для ва-
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рианта M  значений зависимой переменной, 
где

 ky = * ( )ky M + ( )H k M , 1, . k n

Обобщенная форма представления та-
кого критерия согласованности поведения 
(ОКСП) имеет вид:

1
* *

1 1

( ) [( ( ) ( ))( )],
�

  �

)  � �¦ ¦
n n

k s k s

k s k

M sign y M y M y y

где операция ( )sign a  задается по правилу:

 

1, 0

( ) 0, 0

1, 0.

!
°

  ®
°� �¯

a

sign a a

a

åñëè

åñëè

åñëè

Смысл ОКСП поясним на небольшом 
примере. Пусть для произвольных номеров 
наблюдений k  и s  имеют место неравенства:

 * *( ) ( ), ,� !k s k sy M y M y y

т. е. * *[( ( ) ( ))( )] 1.� �  �k s k ssign y M y M y y  Это 
означает, что на паре номеров наблюдений 
( ),k s  модель (1) плохо объясняет исследуе-
мый процесс даже при возможно малых зна-
чениях ошибок аппроксимации | |H k  и | | .H s  
Именно подобные ситуации и призван выяв-
лять данный критерий. Легко видеть, что он 
принимает значения на отрезке / 2(1 ,[ )�n n

( )1 2 .]/�n n  При этом чем ближе положитель-
ные значения ( )) M  к его правой границе, 
тем в большей степени согласованы фактиче-
ские и расчетные значения зависимой пере-
менной модели. При отрицательных значени-
ях ( )) M  можно говорить об их несогласо-
ванности.

Победителем конкурса моделей назнача-
ется вариант *,M  на котором ОКСП достига-
ет максимума:

 
3

* argmax ( ).
�:

 )
M

M M  (6)

Вместе с тем, поскольку критерий ( )) M  
имеет дискретный характер, могут иметь ме-
сто ситуации, когда его максимальное значе-
ние достигается не на единственном вариан-
те. В этом случае формируется множество 4:  
по правилу:

 4 3 *{ | ( ) ( )}.:  �: )  )M M M

Для выделения единственного варианта 
из множества 4:  воспользуемся методом 
идеальной точки (см., например, [1]), состоя-
щий в данном случае в следующем.

Прежде всего, значения векторов ( ),K M  
4�:M нормируются по правилу:

 � � � �
, 1, ,

i i

i

i i

K M K
K M i T

K K

�

� �

�
  

�
�

где 
4

min ( ),�

�:
 i i
M

K K M  
4

max ( ),�

�:
 i i
M

K K M

Очевидно, что � �0 1, 1, .iK M i Td d  �

Таким образом, «идеальная» точка пред-
ставляет собой вектор *,�K  каждая компонен-
та которого равна максимальному значению 
соответствующего нормированного крите-
рия, то есть единице. Необходимо выделить 
вариант ** 4 ,�:M  образ которого в критери-
альном пространстве наиболее близок в не-
которой метрике (например, евклидовой) к 
вектору *�K :

 � �� �2**

1

argmin 1 .
T

j

j

K M0
 

 �¦ �

Таким образом, победителем конкурса мо-
делей в указанном классе аппроксимирующих 
функций вида (2) является вариант *M для слу-
чая, когда задача (6) имеет единственное реше-
ние, и вариант **M  в противном случае.

ПРИМЕР

Пусть, как и в случае с построением моде-
ли (5), исследователь на основе статистиче-
ской информации за 20 лет ( )20 n  разраба-
тывает производственную функцию для не-
которого промышленного объекта в виде ре-
грессионной модели (2), т. е. 2. m  При этом 
используется набор преобразований

 2( ) { , , ln( )}, G z z z z

т. е. 3 L  и один метод оценивания параме-
тров — наименьших квадратов ( .)1 D  Для 
оценки адекватности модели задействованы 
три критерия ( )3 :T  

1K  — критерий множественной детерми-
нации;

2K  — средняя относительная ошибка ап-
проксимации (в %);

3K  — средняя относительная ошибка про-
гноза (в %).

Для каждого критерия заданы границы 
допустимости iK  и ,iK  1,3 i :

 1 0.8[ ]5,1 ,�K  2 0[ ],,5�K  2 0[ ].,7�K
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Отметим, что, в соответствии со смыслом 
независимых переменных, знаки параметров 
при них в модели (2) должны быть положи-
тельны, т. е. (1,1).O  

Было сформировано множество альтерна-
тивных вариантов модели (2):

 1

1 9{ ,..., },:  M M

(поскольку 23 9  r ), где:

1 1 2

1 1 2 1

3 1 1

: 2.7 3.1 4.3 ,

( ) 0.82, ( ) 4.9,

( ) 5.7, ( ) 169,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

2

2 1 2

1 2 2 2

3 2 2

1.2 2.1 0.21 ,

( ) 0.87, ( ) 3.8,

( ) 5.4, (

:

) 166,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

3 1 2

1 3 2 3

3 3 3

5.8 3.6 12.2 ln( )

( ) 0.91, ( ) 3.6,

( ) 5.7, ( 4

:

) 1 7,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

2

4 1 2

1 4 2 4

3 4 4

: 4.1 1.6 6.5 ,

( ) 0.89, ( ) 4.3,

( ) 3.8, ( ) 174,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

5 1 2

1 5 2 5

3 5 5

: 3.1 10.2 ln( ) 0.4 ,

( ) 0.79, ( ) 8.3,

( ) 7.1, ( ) 148,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

2

6 1 2

1 6 2 6

3 6 6

: 0.9 7.7 ln( ) 0.22 ,

( ) 0.87, ( ) 6.2,

( ) 3.9, ( ) 153,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

2

7 1 2

1 7 2 7

3 7 7

: 5.4 1.7 6.9 ln( ),

( ) 0.97, ( ) 4.4,

( ) 6.1, ( ) 156,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

2 2

8 1 2

1 8 2 8

3 8 8

: 0.8 1.6 2.3 ,

( ) 0.92, ( ) 4.7,

( ) 2.1, ( ) 177,

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

9 1 2

1 9 2 9

3 9 9

: 11.3 6.4 ln( ) 5.7 ln( ),

( ) 0.93, ( ) 4.8,

( ) 4.1, ( ) 166.

 � �

  

 )  

M y x x

K M K M

K M M

Сформируем множество вариантов моде-
ли 2 ,:  удалив из 1:  варианты со значениями 
параметров, не соответствующими смыслу 
входящих в модель переменных:

 2

2 3 5 6 7{ , , , , }.:  M M M M M

Затем сформируем множество вариантов 
3 ,:  исключив из 2:  варианты с недопусти-

мыми значениями критериев адекватности:

 3

2 3 7{ , , }.:  M M M

Победителем конкурса моделей является 
вариант 2 ,M  обладающий максимальным 
значением обобщенного критерия согласо-
ванности поведения, 2( ) 166.)  M

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены основные этапы 
проведения конкурса регрессионных моделей 
сложных объектов, заключающегося в фор-
мировании множества альтернативных ва-
риантов модели в заданном классе аппрокси-
мирующих функций и последующего выбора 
лучшего варианта на основе использования 
совокупности частных критериев оценки его 
адекватности. В качестве таковых могут быть 
задействованы критерии Фишера, Стьюден-
та, Дарбина — Уотсона, множественной де-
терминации, смещения, информативности 
набора независимых переменных, остаточная 
дисперсия, средние относительные ошибки 
аппроксимации и прогноза, ширина области 
определения модели. Общее количество всех 
построенных вариантов модели для реаль-
ных данных при этом может быть очень боль-
шим — до нескольких десятков тысяч. Приво-
дится описание основных этапов проведения 
конкурса моделей: построение множества до-
пустимых вариантов как по их соответствию 
содержательному смыслу факторов, так и зна-
чениям локальных критериев адекватности; 
максимизация на этом множестве обобщен-
ной согласованности в поведении расчетных 
и фактических значений зависимой перемен-
ной. В случае, если решение этой задачи не яв-
ляется единственным, предложено на послед-
ней стадии конкурса использовать известный 
в теории принятия решений метод идеальной 
точки. Полученная в результате проведения 
конкурса модель удовлетворяет смыслу всех 
входящих в ее состав переменных и обладает 
высоким качеством.
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Значительный интерес представляет раз-
работка в будущем программного комплекса, 
в котором будет реализован предлагаемый в 
работе подход к реализации конкурса регрес-
сионных моделей.
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