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Аннотация. Описание процесса теплопереноса на макроскопическом уровне произво-
дится с помощью хорошо известных классических методов и теорий, найденных либо 
путем аппроксимации опытных данных (правило смешения, и его вариации, теория 
обобщенной проводимости и др. [1–4]), либо на основе физических моделей (закон Фу-
рье, принцип локального термодинамического равновесия, система уравнений Максвел-
ла — Каттанео и др. [5–7]). Однако при решении ряда задач, например, нестационарной 
теплопроводности и тепловой устойчивости возникают проблемы, приводящих к суще-
ственному отличию теории от экспериментально наблюдаемых результатов. Возникает 
ряд вопросов при расчете многослойных и композиционных материалов. В современной 
классической механике считается, что материальная точка имеет внутреннюю структуру 
[8], за счет чего обладает дополнительными степенями свободы. По аналогии с матери-
альной точкой будем считать, что тепловой поток также имеет структуру. В работе полу-
чена система уравнений, получено решение в частном случае для системы, имеющей два 
разных механизма передачи теплоты, в стационарном случае. Показано, что полученная 
система может быть сведена к обобщенному уравнению Фурье, уравнению Фурье в ста-
ционарном случае и системе уравнений Максвелла — Каттанео. Рассмотрено два частных 
случая: неравновесная задача и стационарная задача. В первом случае введено понятие 
неравновесной температуры. Получено уравнение теплопроводности с источниковыми 
членами, которое говорит о том, что сначала тепловое равновесие устанавливается в ка-
ждом канале, а затем наступает и между каналами.  Во втором случае учет многоканально-
сти подтверждает волновой характер процесса: даже в одномерном стационарном случае 
получаем отличное от линейности решение ввиду свойств уравнений четвертого порядка.
Ключевые слова: многоканальной модель теплопроводности, уравнение Максвелла — 
Каттанео, уравнение Фурье, структура теплового потока, неравновесная температура, 
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ВВЕДЕНИЕ

При описании процессов теплопереноса 
используют разные модели, но все они имеют 
некоторые замечания и комментарии. Зача-
стую экспериментальные результаты описы-
ваются и эмпирическими моделями: прави-
лом смешения, моделями теории обобщен-
ной проводимости [1–4]. Однако, эти модели 
несовершенны и порой выбор конкретной 
модели аргументировать, кроме как согласи-

ем эксперимента и результатов моделирова-
ния, затруднительно.

В стационарном случае на макроскопи-
ческом уровне теплоперенос часто удается 
описать с помощью закона Фурье, согласно 
которому плотность тепла потока пропорци-
ональна градиенту температуры
	 ( ),q grad Tλ= − ⋅
где q  — тепловой поток, λ  — коэффициент 
теплопроводности, T  — температура. Закон 
Фурье имеет ряд существенных недостатков. 
Описать распространение тепла в одномер-
ном кристалле затруднительно, что не позво-
ляет описывать процессы теплопереноса и 
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теплообмена на микроскопическом уровне. 
С развитием лазерных технологий появляет-
ся необходимость описывать практически 
мгновенное распространение теплоты на ма-
лых временных интервалах: расчетные дан-
ные в соответствии с законом Фурье суще-
ственно отличаются от экспериментальных. 

Существуют и другие подходы, позволя-
ющие описывать быстро протекающие те-
пловые процессы такие, как тепловой удар. 
Так В. А. Фок [9] предложил гиперболическое 
уравнение для передачи энергии, которое в 
последствии получило название волновое 
уравнение Клейна-Гордона — Фока. Исполь-
зуется для описания механики быстро дви-
жущихся частиц. Каттанео [10] эмпирически 
с учетом запаздывания была получена систе-
ма уравнений

	
2

2 ( ),

p

p T

q q gradT
t

T T div a gradT
t t

τ λ

τ

∂
+ = −

∂
∂ ∂
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ρ

=  — коэффициент диффузии теп-

ла (температуропроводности), vc  — удельная 
теплоемкость, ρ  — плотность материала, pτ  — 
время релаксации (затухание тепловой вол-
ны). Уравнение Каттанео есть обобщение за-
кона Фурье с учетом того, что тепло распро-
страняется с некоторой конечной скоростью. 
Система уравнений (1) позволяет описывать 
реальные эксперименты, в которых темпера-
тура устанавливается в течение конечного 
времени релаксации.

Существуют методы, в которых процесс 
переноса тепла рассматривается локаль-
но-неравновесным [11–13]. Математические 
модели, описывающие локально-неравновес-
ные процессы переноса, представляют собой 
иерархическую последовательность, соответ-
ствующую степени отклонения системы от 
локального равновесия. Степень отклонения 
от локального равновесия и адекватный вы-
бор той или иной модели переноса зависят 
от соотношения между характерными про-
странственно-временными масштабами про-
цесса переноса (макромасштабами) и микро-
масштабами, характеризующими релаксацию 

системы к локальному равновесию. Харак-
терные масштабы процесса переноса зависят 
как от внешних факторов (граничные и на-
чальные условия, источники тепла и массы), 
так и от параметров самой системы (коэффи-
циенты диффузии, теплопроводность и т. д.). 

Сложность решения задачи переноса те-
плоты в рамках моделей локального равнове-
сия в корректном выборе времен релаксации 
и масштабов пространственной нелояльно-
сти к внутренним параметрам системы.

1. МОДЕЛЬ МНОГОКАНАЛЬНОЙ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

1.1. Основные положения многоканальной 
теплопроводности

При описании процессов теплопереноса 
в твердых телах принято считать, что основ-
ным механизмом передачи тепловой энергии 
являются колебания кристаллической решет-
ки, но вклад в это процесс вносят и электро-
ны, в диэлектриках он пренебрежимо мал. 

Практическим примером, подтверждаю-
щим экспериментально наличие у потока 
тепла структуры, являются полимерные ком-
позиционные материалы, имеющие гетеро-
генное строение. При исследовании теплофи-
зических свойств композиций на основе по-
лиолефиновой матрицы и современных угле-
родных наполнителей (графен, углеродные 
нановолокна и т. п.), обладающих высоким 
коэффициентом теплопроводности, установ-
лено, что значение коэффициента теплопро-
водности значительно отличается от ожидае-
мого. Теплопроводность полиолефинов до-
стигает 0.1–0.3 Вт/(м ⋅К) [14], а углеродных 
нановолокон, например, 1200 Вт/(м ⋅К); зна-
чение теплопроводности композитного мате-
риала из этих веществ принимает значение 
2–8 Вт/(м ⋅К) [15], что достаточно сложно 
предсказать с помощью существующих физи-
ческих моделей и теорий.

Можно говорить о том, что в веществах су-
ществует много «ящиков» (резервуаров) энер-
гии в соответствии со статистикой Больцмана. 
Каждый такой ящик обладает своими тепло-
физическими свойствами, например, различ-
ными дисперсионными зависимостями.



19ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2021, № 3

Многоканальная модель процесса теплопроводности

В соответствии с такими рассуждения в 
работах [11–13] предложена многотемпера-
турная модель. В настоящей работе авторами 
также рассматривается решение задачи те-
плопроводности, однако вводится поправка 
на неравновесные процессы.

В классической термодинамике темпера-
тура определяется только для равновесных 
процессов. В теплообменных процессах раз-
ные уровни «ящиков» энергии опустошаются 
по-разному.

Процесс теплопереноса будем рассматри-
вать с позиции многоканального переноса 
[14]. Пусть тепловой поток распространяется 
по N  различным механизмам, которые и бу-
дут называться каналами распространения 
теплоты. Каждый канал характеризуется 
определенным физическим процессом, меха-
низмом переноса, скоростью распростране-
ния тепла. Количество теплоты на каждом ка-
нале определяет структуру теплового потока. 

1.2. Уравнение теплопроводности 
в многоканальной модели

Рассмотрим самый простой случай: изо-
лированную систему с N  механизмами пере-
дачи теплоты на примере одномерной задачи. 
Система изолированная, поэтому теплооб-
мен с окружающей средой отсутствует. Поток 
тепла в каждом канале nраспространяется 
вдоль оси OX  как по ее направлению, так и 
против. Введем плотности потоков тепла nq и 

,nq  распространяющихся по nq  и против оси 
nq  заданной оси по N  каналам распростра-

нения (всего 2N -величин) в двухпотоковом 
приближении.

Запишем общий вид плотности теплового 
потока в системе:

	
1

( , ) ( , ) ( , ).
N

n n
n

q x t q x t q x t
=

= −∑  

Переносимая часть внутренней энергии 
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где nc  — скорость распространения тепла в 
n-м канале. Таким образом, можно говорит о 
том, что каждый канал обладает собственной 
частотой, соответственно имеет место поня-
тие локальной температуры. 

Передача теплоты — процесс необрати-
мый и неравновесный. При нестационарном 
теплопереносе имеют место два физических 
процесса: первый — переда энергии от более 
нагретого участка к менее нагретому, вто-
рой — обмен энергией между различными 
каналами распространения.

Для вывода уравнений теплопереноса 
в общем случае достаточно записать баланс 
энергий, который представляет собой систе-
му из 2N  уравнений. 
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	 (2)

Слагаемое ndq
dx


 отвечает за поглощенную 

долю энергии потоком, nma  — доля тепловой 
энергии, перешедшей с одного потока на дру-
гой с изменением направления распростране-
ния, nmb  — доля энергии, перешедшей с одно-
го потока на другой без изменения направле-
ния движения, причем 0.nnb =

Уравнения системы выражают перенос 
энергии с учетом внутреннего обмена между 
каналами. Введем следующие параметры: ма-
трицу рассеяния

	
1
{[ ] ( )}.

N

kn k km km kn kn kn
m

c a b a bδ
=

Θ = + + −∑
и матрицу передачи энергии 

	
1
{[ ] ( )}.

N

kn k km km kn kn kn
m

G c a b a bδ
=

= + − +∑
Здесь knδ  — дельта-функция, kc  — скорость 
распространения теплоты в канале. 

В полном равновесии в соответствии с 
принципом детального равновесия сумма 
энергии, пришедшей на канал N  равна той 
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энергии, которая ушла с канала ( 1).N −  Таким 
образом матрицы knΘ  и knG  являются симме-
тричными. 

Путем алгебраических преобразований 
система уравнений (2) принимает вид:

	 1

2
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0
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Первая группа N  уравнений, полученная 
путем сложения уравнений системы (3), учи-
тывает внутренние переходы энергии с одно-
го канала на другой, таким образом, мы полу-
чаем уравнение непрерывности, закон сохра-
нения энергии.

Вторая группа уравнений, полученная в 
результате разницы уравнений системы (3), 
выражают обобщенный закон Фурье. Систе-
ма уравнений (3) сводится к системе уравне-
ний Каттанео (1) [15].

В стационарном случае, когда между ка-
налами установилось равновесие, уравнения 
вторая группа уравнений системы (3) сводит-
ся к закону Фурье:

	 1 .n
n kn n

duq c
dx

−= −Θ

Получим их системы уравнений (3) обоб-
щенное уравнение Клейна — Гордона-Фока 
[16–18]. Для этого преобразуем: возьмем про-
изводную по времени от первого уравнения 
системы (3) и дивергенцию – от второго:
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Учитывая, что 
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вого уравнения системы (3)), найдем разность 
первого и второго уравнений системы (5):
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Примем kn kn knL G= Θ ⋅  — матрица дисси-
пации энергии. Выражение (5) принимает 
вид:
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Полученное уравнение (6) позволяет опи-
сать механическое движение тепловых пото-
ков на каждом канале. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

2.1. Уравнение многоканальной 
проводимости в случае двухканальной 
системы в неравновесном состоянии

Ограничимся рассмотрением одномерной 
двухканальной системой для совершенных 
тел. Под совершенным телом понимается тело 
с постоянной теплоемкостью по температуре. 

Температура определяет заселенность 
«ящиков» энергии в рассматриваемой систе-
ме. Введем неравновесную температуру пу-
тем введения неравновесной поправки к тем-
пературе. Общую энергию на каждом канале 
можно записать в виде
	 ( ),u C T Tδ= +
где T  — равновесная температура, Tδ  — не-

равновесная температура, duC
dt

=  — тепло-
емкость.

Существует два резервуара энергии с раз-
ными скоростями, например, решеточная и 
электронная теплопроводность, продольная 
и поперечная моды колебания в твердом теле.

Из системы уравнений (3) получаем
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c t dx
q b a

du dq c u a b
dt dx

c u a b
q d c u q a a b

c t dx
q b a

+ + + =

= +
∂

+ + + + =
∂
= −

+ + + =

= +
∂

+ + + + =
∂

= −

	 (7)
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Первое и третье уравнения системы опи-
сывают переходы энергии с одного канала на 
другой с изменением или сохранением на-
правления распространения теплового пото-
ка. Второе и четвертое уравнения учитывают 
переходы внутри потока.

В случае термодинамического равновесия 
системы согласно принципу детального рав-
новесия, т. е. количество ушедшей энергии с 
первого канала на второй равно количеству 
пришедшей со второго канала на первый. 
В силу симметрии положим 12 12 ,b a= 21 21.b a=  
Система уравнений (7) принимает вид

	

1 1
12 1 1 21 2 2

1
1 1 1 11 12

1

2 2
21 2 2 12 1 1

2
2 2 2 22 21

2

2 2

1 (2 2 ) 0

2 2

1 (2 2 ) 0.

du dq a c u a c u
dt dx

q d c u q a a
c t dx

du dq a c u a c u
dt dx

q d c u q a a
c t dx

+ + =

∂
+ + + =

∂

+ + =

∂
+ + + =

∂

	 (8)

Полученная система уравнений (8) есть не 
что иное, как классический закон теплопрово-
дности Фурье. Из уравнений 2 и 4 системы (8) 
выразим значение потоков на каждом канале:

	

1 1 1
11 12

1

2 22 21

2 2 2
22 21

2

2 22 21

1
2 2

1
(2 2 )

1
2 2

1 .
(2 2 )

q c u
a a x

q
c a a t

q c u
a a x

q
c a a t

∂
= − −

+ ∂
∂

−
+ ∂

∂
= − −

+ ∂
∂

−
+ ∂

	 (9)

Введем переобозначения:
1) коэффициент температуропроводно-

сти в каналах

	 1 2
1 2

11 12 22 21

, .
2 2 2 2

c cA A
a a a a

= =
+ +

2) времена релаксации на каждом канале:

	

1
1

1 11 12

2
2

2 22 21

1 ,
(2 2 )

1 .
(2 2 )

dq
c a a dt

dq
c a a dt

τ

τ

= −
+

= −
+

На больших временных интервалах релак-
сационный параметр считаем малым [19]. 
Поскольку мы рассматриваем систему на ма-
кроуровне, то параметрами 1,τ  2τ  пренебре-
гаем. Их влияние существенно на малом мас-
штабе: задача в масштабе кристаллической 
решетке, когда масштабы перехода с одного 
канала на другой сопоставимы с длиной сво-
бодного пробега. С учетом вышеизложенного 
система уравнений (9) принимает вид:

	

1
1 1

2
2 2

duq A
dx
duq A
dx

= −

= −
	 (10)

Рассмотрим 1 и 3 уравнения системы 
уравнений (8). Учитывая выражения для по-
тока (10) получаем

	

2
1 1

1 12 1 1 21 2 22

2
2 2

2 21 2 2 12 1 12

2 2

2 2 .

du d uA a c u a c u
dt dx

du d uA a c u a c u
dt dx

− + =

− + =
	 (11)

Полная энергия системы 1 2.U u u= +  Сло-
жим уравнения системы (11):

	 1 1 2 2.dU A u A u
dt

= ∆ + ∆ 	 (12)

Для равновесной температуры в абсолют-
но твердом теле энергия связана с равновес-
ным значением температуры pT  выражением

	 .pU CT=
Введем обобщенный коэффициент темпе-

ратуропроводности

	 1 1 2 2

1 2

.C A C AA
C C
+

=
+

Учитывая вышеизложенное, уравнение 
(12) принимает вид

	 .p
p

dT
A T

dt
= ∆

Получили классическое уравнение Фурье. 
В реальном мире равновесных процессов не 
существует, поэтому рассмотрим температу-
ру как параметр, имеющий равновесную pT  и 
неравновесную составляющие .Tδ  Внутрен-
няя энергия для каждого канала может быть 
представлена в виде:

	 ( ).i i pu C T Tδ= +
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Произведем следующее преобразование 
системы уравнений (9): вычтем из третьего 
уравнения системы первое. Получаем

	

1 2

1 1 2 2

2 21 2 1 12 1

( ) ( )

( ) ( )
4( )( ).

p

p

p

dC C T T
dt

C A C A T T
T T C a c C a c

δ

δ
δ

− + −

− − ∆ + =
= + −

Введем параметры
1) нестационарную температуропрово-

дность

	 1 1 2 2

1 2

,C A C AA
C C

δ +
=

+
2) частоту переходов между каналами

	 2 21 2 1 12 1

2 1

.C a c C a cB
C C

−
=

−
Система уравнений (9) с учетом преоб-

разований может быть представлена в виде 
двух уравнений, позволяющий описать про-
цесс теплопроводности для равновесного и 
неравновесного случая

 
( ) ( ) ( ).

p
p

p p p

dT
A T

dt
d T T A T T B T T
dt

δ δ δ δ

= ∆

+ = ∆ + + +
	 (13)

Подставим первое уравнение системы (13) 
во второе, получим уравнение теплопрово-
дности с источниковыми членами

	 .p p
d T A T B T A T BT
dt
δ δ δ δ− ∆ + = ∆ − 	 (14)

Выражение (14) говорит о том, что сна-
чала тепловое равновесие устанавливается 
в каждом канале, а затем наступает и между 
каналами. Примером является металл, в кри-
сталлической решетке сначала устанавлива-
ется тепловое равновесие электронного газа, 
а затем всей системы в целом [20–22].

2.2. Решение задачи многоканальной 
теплопроводности для одномерного 

стационарного случая

В качестве примера рассмотрим передачу 
теплового потока в металлическом стержне, 
ограниченного диэлектриками (металлоида-
ми). Металлический стержень — это одно-
мерный объект длиной a  с двумя явно выра-

женными резервуарами энергии, связанными 
с решеткой и свободными электронами. Диэ-
лектрики, с помощью которых поддержива-
ется температура на концах стержня облада-
ют только решеточным типом проводимости. 
Внутренняя энергия в двухканальной систе-
ме определяется теплопроводностью в кана-
лах и обменом энергии между каналами.

Рассмотрим решение системы уравнений 
(10), (11):

	 2

12 212

2

21 122

2 2

2 2 .

e
e e

h
h h

e e
e e e h h

h h
h h h e e

duq A
dx
duq A
dx

du d uA a c u a c u
dt dx

du d uA a c u a c u
dt dx

= −

= −

− + =

− + =

	 (15)

Индекс e обозначает параметры канала, 
где механизм передачи теплоты — электрон-
ный, а h  — для решеточного механизма.

Запишем граничные условия с учетом ста-
ционарности задачи:

0 1 1

2 2

( ) const

( ) const.
x

x a

T T t T

T T t T
=

=

= = =

= = =
Поскольку мы рассматриваем решение 

стационарной задачи, то можно говорить об 
установившемся суммарном тепловом потоке.

Введем коэффициента обмена энергией 
между каналами

12

21

2
2 .

e e

h h

K a c
K a c

=
=

Тогда система уравнений (15) принимает 
вид 

	 2

2

2

2 .

e
e e

h
h h

e
e e e h h

h
h h h e e

duq A
dx
duq A
dx

d uA K u K u
dx

d uA K u K u
dx

= −

= −

− + =

− + =

	 (16)

Учитывая, что ,i i iu C T=  i iAλ =  система (16) 
может быть переписана следующим образом
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	 2

2

2

2 .

e
e e

h
h h

e
e e e e e h h h

h
h h h h h e e e

duq
dx
duq
dx

d TC A K C T K C T
dx
d TC A K C T K C T
dx

λ

λ

= −

= −

− + =

− + =

	 (17)

Введем обозначения 

	
, ,

, .

e e e
e e

e h h

h h h
h h

h e e

K K C
A A C
K K C
A A C

α β

α β

= =

= =

Система уравнений (17) принимает вид

	 2

2

2

2 .

e
e e

h
h h

e
e e h h

h
h h e e

duq
dx
duq
dx

d T T T
dx

d T T T
dx

λ

λ

α β

α β

= −

= −

− + =

− + =

Преобразуем третье и четвертое уравне-
ния системы, путем подстановки четвертого 
уравнения в третье, получаем 

4 2

4 2( ) ( ) 0.h h
e h e h e h h

d T d T T
dx dx

α α α α β β− + + − =

Введем переобозначения: 

2

2

( ),
,

, .

e h

e h e h

h hdT d T
dx dx

ϑ α α
τ α α β β

µ ω

= − +
= −

= =

и решим биквадратное уравнение
	 2 0.ω ϑω τ+ + =
Найдем дискриминант уравнения

2 24 ( ) 4( ).e h e h e hϑ τ α α α α β β∆ = − = + − −
Решение уравнения может быть записано 

в виде

	

2
12

12

34

1 [ 4 ]
2

1 [ ]
2
1 [ ] .
2

i

i

ω ϑ ϑ τ

µ ϑ

µ ϑ

= − ± −

= ± − + ∆

= ± − − ∆

Решение уравнения является следующее 
выражение для hT

1 12 1 2 34 2cos( ) cos( ).hT B x B xµ φ µ φ= + + +
В соответствии с решением уравнения те-

плопроводности можно говорит о том, что на 
каждом канале температура изменяется не-
линейно. Получаем области с большей темпе-
ратурой на одном канале. 

Реальные эксперименты показывают, что 
в линейной системе при установившемся ста-
ционарном режиме, температура меняется 
нелинейно [20–22]. Учет многоканальности 
подтверждает волновой характер процесса: 
даже в одномерном стационарном случае по-
лучаем отличное от линейности решение вви-
ду свойств уравнений четвертого порядка.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе предложен метод описания про-
цесса теплопереноса с точки зрения много-
канальной модели, в соответствии с которой 
распространение теплоты осуществляется по 
двум разным механизмам передачи, причем 
каждому механизму соответствует свой ка-
нал. Показано, что полученная система может 
быть сведена к обобщенному уравнению Фу-
рье, уравнению Фурье в стационарном случае 
и системе уравнений Каттанео. Рассмотрено 
два частных случая: неравновесная задача, 
стационарная задача.

Рассмотрено два частных случая: нерав-
новесная задача, стационарная задача на 
примере двухкомпонентной (двухканальной) 
модели. Введена неравновесную температу-
ру состоящую из суммы температуры и не-
равновесной поправки к ней. В таком случае, 
было получено уравнение теплопроводности 
с источниковыми членами.

В соответствии с решением уравнения 
теплопроводности многоканальной тепло-
проводности в стационарном случае можно 
говорить о том, что в каналах температура 
изменяется нелинейно. 
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Annotation. A description of the heat transfer process at the macroscopic level occurs using well-
known classical methods and theories found by approximating experimental data (the mixing 
model and its variations, theory of generalized conductivity, etc.[1–4]) or on the basis of physical 
models (Fourier’s Law, the principle of the local thermodynamic equilibrium, the Maxwell — 
Cattaneo system of equations, etc. [5–7]). When we solve a number of problems connected with 
unsteady thermal conductivity and thermal stability, we have a significant difference between the 
theory and the experimentally observed results. A number of questions arise when we calculate 
multilayer and composite materials’ thermal properties. In modern classical mechanics it is be-
lieved that a material point has an internal structure [8] due to which it has additional degrees of 
freedom. We assume that the heat flux also has a structure by analogy with a material point. In 
this work a multichannel heat conduction equation (and its solution) is obtained in a particular 
case for a system with two different heat transfer mechanisms in the stationary case. It is shown 
that the resulting system can be reduced to the generalized Fourier equation, the Fourier equation 
in the stationary case and the Maxwell — Cattaneo system of equations. Two special cases are 
considered: a nonequilibrium problem and a stationary problem. In the first case the concept of 
non-equilibrium temperature is introduced. The equation of heat conduction with source terms is 
obtained. It allows to say that first thermal equilibrium is established in each channel and then it 
occurs between the channels. The second case shows that taking multichannel into account con-
firms the wave character of the process. Even in the one-dimensional stationary case we obtain a 
nonlinear solution of such fourth-order properties.
Keywords: multichannel heat conduction model, Maxwell — Cattaneo equation, Fourier Law, 
heat flow structure, nonequilibrium temperature, source terms, heat conduction equation.
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