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Аннотация. В настоящей работе построены оценки параметров нелинейных рекуррент-
ных последовательностей по неточным наблюдениям. Речь идет о модели логистического 
роста, модели Рикера и дискретизированной модели Лоренца. В модели Лоренца диф-
ференциальная задача была сведена к конечно-разностной схеме. Рассмотрены аддитив-
ная и мультипликативная модели внесения ошибок в наблюдения, при этом распределе-
ния ошибок имеют не всегда нормальный закон распределения. Основная идея работы 
состоит в представлении параметров моделей через временные средние определенных 
функций и оценки этих средних по наблюдениям. Вопросы существования временных 
средних некоторых функций от модельных переменных являются предметом теории ди-
намических систем. Они определяются наличием предельных циклов или предельных 
распределений динамической системы. Так как динамические системы наблюдаются на 
фоне случайных ошибок, то оцениваемые параметры выражаются через средние по тра-
ектории и через дисперсии ошибок наблюдений. Важным этапом в настоящей работе 
стало доказательство сходимости по вероятности оцениваемых параметров детермини-
рованной системы к точным значениям. Эта процедура основана на классических вероят-
ностных неравенствах типа неравенства Чебышева. Полученные результаты проверены в 
ходе вычислительных экспериментов, в которых строятся полигоны частот оцениваемых 
параметров и сравниваются с их точными значениями. Рассмотренные в работе модели 
динамических систем являются нелинейными, что затрудняет использование метода наи-
меньших квадратов для оценки их параметров. Известные авторам результаты численно-
го эксперимента по такой оценке параметров содержат достаточно большие ошибки. Тог-
да как предложенный в работе метод оценивания параметров нелинейных динамических 
систем является аналитически строгим.
Ключевые слова: нелинейные рекуррентные последовательности, оценки параметров, 
сходимость по вероятности, предельные циклы и распределения.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе построены алгорит-
мы оценивания параметров в нелинейных 
рекуррентных моделях динамических систем 
по неточным наблюдениям, что имеет важное 
теоретическое и практическое значение. Речь 
идет о модели логистического роста, модели 

Рикера и дискретизированной модели Лорен-
ца. Рассматриваемые модели привлекают к 
себе повышенное внимание со стороны био-
логов, физиков и метеорологов (см. обзоры 
литературы [1, 2]). Они описывают динамику 
численности популяции, динамику измене-
ния метеорологических параметров и т. д. 

Основная идея работы состоит в пред-
ставлении параметров моделей через времен-
ные средние определенных функций и оценки 
этих средних по наблюдениям. Это связано с 
тем, что различные процессы, описываемые 
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перечисленными моделями, наблюдаются 
на фоне случайных ошибок. Вопросы суще-
ствования временных средних от модельных 
переменных являются предметом теории ди-
намических систем [3–7]. Они определяются 
наличием предельных циклов или предель-
ных распределений в динамической системе 
выделением притягивающего множества — 
аттрактора, все траектории из некоторой 
окрестности которого стремятся к нему при 
(времени) стремящемся к бесконечности.

Временные средние для оценки параме-
тров нелинейных рекуррентных последова-
тельностей впервые были использованы в 
работе [8] применительно к модели Рикера с 
мультипликативной моделью внесения оши-
бок наблюдений и в работе [9]. Однако в этих 
работах не исследовалась аналитически схо-
димость построенных оценок к их точным 
значениям. Авторам не удалось найти инфор-
мацию об оценке параметров через средние 
по траектории и об их сходимости к точным 
значениям в модели Лоренца и в модели логи-
стического роста.

Рассмотренные в работе модели динами-
ческих систем являются нелинейными, что 
затрудняет использование метода наимень-
ших квадратов для оценки их параметров. 
Известные авторам результаты численного 
эксперимента по такой оценке параметров 
в модели логистического роста содержат от-
носительные ошибки порядка нескольких 
десятков процентов. Тогда как предложен-
ный в работе метод оценивания параметров 
нелинейных динамических систем является 
аналитически строгим. Другое дело, если ди-
намическая модель описывается дифферен-
циальными уравнениями, то ее линеаризация 
в малой окрестности точки преобразует ее в 
линейную, параметры которой можно оце-
нить методом наименьших квадратов [10]. 
Однако в этом случае требуется оценка по-
лучающейся погрешности при определенных 
значениях параметров, что является недо-
статком работы.

В настоящей работе, используя такие ка-
чественные свойства нелинейных рекур-
рентных моделей, как существование у них 
предельного цикла или распределения в за-

висимости от значения параметров, были по-
строены оценки параметров в трех перечис-
ленных моделях по неточным наблюдениям. 
Оцениваемые параметры выражаются через 
средние по траектории и дисперсии ошибок 
наблюдений. Рассматривались аддитивная и 
мультипликативная модели внесения ошибок 
в наблюдения, при этом распределения оши-
бок имеют не всегда нормальный закон. Важ-
ным результатом работы является доказа-
тельство для рассмотренных моделей сходи-
мости по вероятности построенных оценок 
параметров к их точным значениям, что было 
получено методами теории вероятностей. 
Проведены вычислительные эксперименты 
для оценки скорости этой сходимости во всех 
рассматриваемых моделях.

1. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Основная идея работы состоит в пред-
ставлении параметров моделей через вре-
менные средние определенных функций и 
оценки этих средних по наблюдениям в обход 
метода наименьших квадратов. Важным эта-
пом является доказательство сходимости по 
вероятности оцениваемых параметров к точ-
ным значениям. Эта процедура основана на 
классических вероятностных неравенствах 
типа неравенства Чебышева. 

1.1. Средние по траектории

Рассмотрим детерминированную рекур-
рентную последовательность 

0 1= , = ( ), = 0,1, ,i ix a x F x i+ 

у которой < < ,nA x A− +−∞ ≤ ≤ ∞  = 0,1,2,n  
Пусть ( )f x  непрерывная функция на отрезке
[ , ],A A− +  обозначим

=1

1( ) | = ( ), ( ) = ( ) | .lim
n

n i n
ni

f x f x f x f x
n →∞
∑

Скажем, что у последовательности { }ix  су-
ществует предельный цикл 1, , qX X  длины 

,q  если 

lim = ,j
kq jk

x X+→∞
= 1, , .j q

Скажем, что у последовательности { }ix  су-
ществует предельное распределение ( ),p dx  
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[ , ],x A A− +∈  где ( )p dx  вероятностная мера на 
σ -алгебре измеримых по Лебегу подмножеств 
отрезка [ , ],A A− +  если для любого измеримо-
го по Лебегу множества [ , ]C A A− +⊆  справед-
ливо равенство

( , )lim = ( ) = ( ),
n

C

k C n p dx p C
n→∞ ∫

где ( , )k C n  число ,ix  удовлетворяющих вклю-
чению ,ix C∈  = 1,..., .i n

Теорема 1. Если на отрезке [ , ]A A− +  функ­
ция ( )f x  возрастает, то при наличии у по­
следовательности { }ix  предельного цикла 
имеет место равенство

=1

( )( ) = ,
jq

j

f Xf x
q∑

а при наличии предельного распределения име­
ет место равенство

( ) = ( ) ( ).
A

A

f x f x p dx
+

−

∫
Доказательство. При наличии у последо-

вательности { }ix  предельного цикла утверж-
дение очевидно. Докажем его в случае, когда у 
последовательности { }ix  имеется предельное 
распределение. Возьмем произвольное > 0δ  
и положим

[ ]= 2 / 1,m δ +  [ ]( ) 1
= 2 2 /γ δ δ

−
+

(здесь [ ]a  — целая часть действительного 
числа a). Разобьем отрезок [ , ]A A− +  на непе-
ресекающиеся подмножества 

1 ( 1)= ( ), ( ) ,j
j jC f f A f A

m m
−

− −

 − ∆ ∆  + +    
( ) ( ), 1 1,f A f A j m+ −∆ = − ≤ ≤ −

1 ( 1)= ( ), ( ) .m
mC f f A f A

m
−

− +

 − ∆  +    
Выберем ( )N δ  так, чтобы для > ( )n N δ∀  

выполнялось неравенство
( , )

( ) , = 1, , .j
j

k C n
p C j m

n
γ− ≤ 

Обозначим ( ) ( )( ) = ,f x f Ag x −−
∆

 несложно 

доказать для > ( )n N δ∀  следующие неравенства 

, =1, ,
( )

( , )
( ( ) )i j

i
x C i n j

j

g x
k C nj j p C

n m n m
γ∈

≤ ⋅ ≤ + ≤
∑



1( ) ( ) =
jC

j g x p dx
m m
γ  ≤ + + 

 ∫
( )

( ) ( ),
j

j

C

p Cj g x p dx
m m
γ

= + + ∫
в свою очередь,

, =1, ,
( )

( , )1i j

i
x C i n j

g x
k C nj

n m n
∈ −

≥ ⋅ ≥
∑



1 1( ( ) ) ( ) ( )
j

j
C

j p C g x p dx
m m

γ−  ≥ − ≥ − − 
 ∫

( )( 1) ( 1)( ) ( ) .
j

j

C

p Cj jg x p dx
m m m

γ γ− −
− = − −∫

Суммируя эти неравенства по = 1,..., ,j m  
и используя определение ,m  получаем для 

> ( )n N δ∀  неравенство
1 ( 1)( ) ( )

2
mg x g x

m
γδ −

− ≤ − − ≤

( 1) 1( ) | ( ) = ( ) .
2n

mg x g x g x
m

γ δ+
≤ ≤ + + +

Cледовательно, ( ) | ( )ng x g x→  и тогда

( ) | ( ), .nf x f x n→ →∞
Теорема доказана. 
Замечание. Утверждение теоремы 1 не­

сложно распространить на случай, когда 
функция ( )f x  имеет конечное число точек 
экстремума на отрезке [ , ].A A− +

1.2. Модель логистического роста

Рассмотрим модель логистического роста 
	 0 1= , = (1 ), = 0,1,...,i i ix a x bx x i+ − 	 (1)

0 < < 1, 1 < < 4.a b
Заметим, что 0 = < < 1,nA x A− + =  = 0,1,...n  

В работе [3] доказано, что у последовательно-
сти (1) существует или предельный цикл, или 
предельное распределение и дана подробная 
классификация. Тогда последовательность 
{ }ix  удовлетворяет условиям теоремы 1 и, сле-
довательно, у нее существуют средние по тра-
ектории ,x  2x  и выполняются соотношения 

2

2
0 < < , = .xx x b

x x−
Теорема 2. Для последовательности (3) и 

аддитивной модели внесения ошибок 



30 PROCEEDINGS OF VSU, SERIES: SYSTEMS ANALYSIS AND INFORMATION TECHNOLOGIES, 2021, № 3

Г. Ш. Цициашвили, M. А. Осипова

= ,i i iy x ε+  где , = 0,1,...,i iε  — п.н.о.р.с.в. с 
= 0, = ,n nM D cε ε  имеет место при n →∞

сходимость по вероятности

2

|ˆ = .
| ( | )

n
n

n n

yb b
y y c

→
− −

Доказательство. Среднеквадратичную 
метрику на множестве случайных величин 
обозначим 2( , ) = ( ) .x y M x yρ ρ= −  Найдем 
пределы при n →∞  математических ожида-
ний и дисперсий случайных величин | ,ny  

2 | :ny

=1

1| = ( ) = | ,
n

n i i n
i

M y M x x x
n

ε+ →∑

2 2
=1 =1

1 1| = ( ) = = 0,
n n

n i i i
i i

cD y D x D
n n n

ε ε+ →∑ ∑
2 2 2 2

=1

1| = ( ) = | ,
n

n i i n
i

M y M x x c x c
n

ε+ + → +∑
2 2 2

2 2
=1 =1

1 1| = ( ) = (2 ) =
n n

n i i i i i
i i

D y D x D x
n n

ε ε ε+ +∑ ∑
2

2 2
2

=1

2(4 | )1= (2 ) 0.
n

n
i i i

i

ñx dM x c
n n

ε ε +
+ − ≤ →∑

Из полученных соотношений в силу нера-
венства треугольника имеем при n →∞

( | , ) ( | , | ) ( | , ) =n n n ny x y M y M y xρ ρ ρ≤ +

	 0,n
c x x
n

= + − → 	 (2)

2 2( | , )ny x cρ + ≤
2 2 2 2( | , | ) ( | , )n n ny M y M y x cρ ρ≤ + + =

2 2 2 2= ( | , | ) |n n ny x c x xρ + + − ≤

	 2 2 22 (4 | ) | 0.n ncx d x x
n

≤ + + − → 	 (3)

Из формул (4)–(5) с помощью неравенства 
Чебышева получаем сходимость по вероят-
ности

2 2| , | , .n ny x y x c n→ → + →∞
Отсюда следует сходимость по вероятно-

сти ˆ ,nb b→  .n →∞  Теорема доказана.
Наряду с аддитивной моделью внесения 

ошибок для последовательности (1) можно 
рассмотреть и мультипликативную. 

1.3. Модель Pикера

Перейдем теперь к модели Рикера 
	 1 = , = 0,1,...,bxi

i ix ax e i−
+ 	 (4)

1
0> 1, > 0, > .a b x e−

В работах [4–7], [11] доказано, что у после-
довательности (4) существует или предель-
ный цикл, или предельное распределение. За-
метим, что максимум функции bxaxe−  дости-
гается в точке 1b−  и справедливо неравенство 

,n
ax
be

≤  = 1,2,n 

Логарифмируя соотношение (4), получим 
	 1ln = ln ln .i i ix x a bx+ + − 	 (5)

Если ln ,i
a ax

b be
≤ ≤  то 1 ,i ix x+ ≤  а если

ln ,i
ax

b
≤  то 1 .i ix x+ ≥  Тогда в модели (4) при 

любых > 1,a  > 0,b  0 > 0x  и = 1,2,i   спра-
ведливы соотношения 

	 00 < min( , ) = = ,i
ax C A x A
be− +≤ ≤ 	 (6)

где ln= min : .bx a aC axe x
b be

− ≤ ≤ 
 

Из соотношения (6), утверждения теоре-
мы 1 и замечания следует, что существуют 
средние по траектории ,x  2 ,x  ln ,x  ln .x x  По-
этому, используя равенство квадратов левой 
и правой части в формуле (5), нетрудно полу-
чить соотношения 

22

ln ln= 2 , ln = .x x x xb a bx
x x

−

−
Введем обозначения

/2

2 2

ln | | | ln |ˆ 2 ,
| ( | )

c n n n n
n c

n n

y y c y y yb e
y e y−

− −
=

−
/2ˆˆ exp( | ).c

n n na b y e−=
Теорема 3. Для модели Рикера (6) и муль­

типликативной модели внесения ошибок 
= exp( ),i i iy x ε  где ,iε  = 0,1,...,i  — п.н.о.р.с.в., 

имеющих нормальное распределение с 
= 0,nMε  = ,nD cε  справедлива при n →∞схо­

димость по вероятности
ˆˆ , .n na a b b→ →

Доказательство. Вычислим средние и 
дисперсии 
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22 21 1| = | , | = | ,n n n nM y x Me M y x Meε ε

1 1
1ln | = ln | | ,n n nM y y x x Me x Meε ε ε+

1ln | = ln | , ln | = ,n n n
DM y x D y
n
ε

/21
1 = ,cMe ceε ε 2/2 21 1= , = ,c cMe e Me eε ε

21 1
2 2 4| = | , | = | ,n n n n

De DeD y x D y x
n n

ε ε

1
2 21ln | = ( ln ) | | ,

i

n n n
DeDeD y y x x x

n n

εε ε
+

22 8 41 1= , = ,c c c cDe e e De e eε ε− −
2 2 21

1 = ( ) .c c cDe c e e ceε ε − +
Из этих соотношений следует сходимость 

по вероятности при n →∞  
/2 2 2 2| , | , ln | ln ,c c

n n ny xe y x e y x→ → →
/2 /2ln | ln .c c

ny y x xe ce x→ +
Отсюда следует сходимость по вероятно-

сти ˆ ,na a→  ˆ ,nb b→  .n →∞  Теорема 3 доказана. 

1.4. Модель Лоренца

Остановимся теперь на модели Лоренца 
[12], представимой системой дифференци-
альных уравнений 

	

(1)
(2) (1)

(2)
(1) (3) (2)

(3)
(1) (2) (3)

= ( ),

= ( ) ,

= .

dx x x
dt

dx x r x x
dt

dx x x bx
dt

σ


−



− −



−


	 (7)

Обозначим ( ) ( )( ) = ,k k
ix ih x  1,2,3,k =  

= 0,1,...,i  и выпишем для системы дифферен-
циальных уравнений (11) систему разност-
ных уравнений 

	

(1) (1) (2) (1)
1

(2) (2) (1) (3) (2)
1

(3) (3) (1) (2) (3)
1

= ( ),

= ( ( ) ) ,

= ( ) .

i i i i

i i i i i

i i i i i

x x h x x
x x x r x x h
x x x x bx h

σ+

+

+

 + −


+ − −
 + −

	 (8)

Приведенный в [12, 13] анализ последова-
тельности (1) (2) (3)( , , ),i i ix x x  = 0,1,...,i  позволяет 
установить существование средних по траек-
тории ( ) ,kx  ( ) 2( ) ,kx  ( ) ( ) ,k jx x  .k j≠

Из квадрата первого равенства, а также вто-
рого и третьего равенств в формуле (8) получим 

(1) 2 (1) (2)

(1) 2 (2) 2 (1) (2)

( )= 2 ,
( ) ( ) 2

x x xh
x x x x

σ −

+ −

	
(2) (1) (3) (1) (2)

(1) (3)
= , = .x x x x xr b

x x
+ 	 (9)

Пусть наблюдения ( ) ( ) ( )= ,k k k
i i iy x ε+  

= 1,2,3,k  = 0,1,...,i  где ( )k
iε  — п.н.о.р.с.в., 

имеющих нулевые средние и дисперсии 
( ) < .kc ∞  Обозначим 

( )(1) 2 (1) (1) (2)

(1) 2 (1) (2) 2 (2) (1) (2)

2 ( ) | |
( ) = ,

( ) | ( ) | 2 |

n n

n
n n n

y c y y
h

y c y c y y
σ
∧ − −

− + − −
(1) (2) (2) (2) (1) (3)

(3) (1)

| | |ˆ ˆ= , = .
| |

n n n
n n

n n

y y y c y yb r
y y

− +    (10)

Теорема 4. Справедлива при n →∞ сходи­
мость по вероятности 

ˆ ˆ( ) , , .n nh h b b r rσ σ
∧

→ → →
Доказательство. По аналогии с дока-

за-тельством теоремы 2 нетрудно установить 
сходимость по вероятности при n →∞

( ) ( )| , = 1,2,3,k k
ny x k→

( ) 2 ( ) 2 ( )( ) | ( ) , = 1,2.j j j
ny x c j→ +

Докажем теперь сходимость по вероятно-
сти при n →∞  

(1) (2) (1) (2) (1) (3) (1) (3)| | , | | .n n n ny y x x y y x x→ →
Остановимся на первом соотношении, т.к. 

второе доказывается аналогично, и для этого 
вычислим среднее и дисперсию 

(1) (2) (1) (2)| = | ,n nM y y x x

(1) (2) (2) (1) 2 (1) (2) 21| = ( ) | ( ) | .n n nD y y c x c x
n
 + 

Из полученных соотношений и из формул 
(10) следует справедливость утверждения те-
оремы 4. Теорема доказана.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В предыдущем разделе для модели логи-
стического роста, модели Рикера и дискрети-
зированной модели Лоренца доказаны сходи-
мости по вероятности построенных оценок 
параметров к их точным значениям. В этом 
разделе проведены вычислительные экспери-
менты для оценки скорости этой сходимости. 
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Оценки всех параметров были вычислены 
100 раз и построены гистограммы частот по-
лученных значений с 5 интервалами.

Модель логистического роста

Расчеты велись для случая = 0,5,a  = 3b  
при = 1000n . Рассматривалась аддитивная 
модель внесения ошибок в предположении, 
что ,iε  = 1,.., ,i n  имеют равномерное распре-
деление на отрезке [ 1/ 4,1/ 4].−  Результаты 
вычислений приведены в табл. 1 и на рис. 1.

Таблица 1. Интервальное распределение n̂b
[Table 1. Interval distribution n̂b ]

интервалы изменения n̂b частота интервала
2.89963–2.94201 7
2.94201–2.98438 25
2.98438–3.02676 43
3.02676–3.06914 21
3.06914–3.11151 3

Модель Рикера

Расчеты велись для случая 0 = 1,01,x  
= 300,a  = 1b  при = 1000n . Рассматривалась 

мультипликативная модель внесения ошибок 
в предположении, что ,iε  = 1,.., ,i n  имеют 
нормальный закон рспеределения со средним 
ноль и дисперсией = 1/ 48.c  Результаты вы-
числений в модели Рикера приведены в табл. 2 
и на рис. 2.

Таблица 2. Интервальные распределения ˆna , n̂b
[Table 2. Interval distributions ˆna , n̂b ]

интервалы изменения ˆna частота интервала
265.562–284.761 13
284.761–303.96 25
303.96–323.159 45

323.159–342.358 13
342.358–361.556 3

интервалы изменения n̂b частота интервала
0.956914–0.9784 9
0.9784–0.999885 30

0.999885–1.02137 37
1.02137–1.04286 17
1.04286–1.06434 6

Модель Лоренца

Расчеты велись для случая (1)
0 = 1,x  (2)

0 = 2,x  
(3)
0 = 3,x  = 0,1,h  = 19,σ  = 3,b  = 2,r  = 200.n  

Рис. 1. Гистограмма частот для n̂b
[Fig 1. Frequency histogram for n̂b ]

Рис. 2. Гистограммы частот для ˆna  
(верхняя) и n̂b  (нижняя)

[Fig. 2. Frequency histograms for ˆna  (upper) 
and n̂b  (lower)]
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Рассматривалась аддитивная модель внесе-
ния ошибок, полагая, что ,iε  = 1,.., ,i n  имеют 
нормальный закон со средним ноль и диспер-
сией = 1/ 48.c  Результаты приведены в табл. 3 
и на рис. 3.

Таблица 3. Интервальные распределения 
( )nhσ

∧

, n̂b , n̂r
[Table 3. Interval distributions ( )nh

∧

σ , n̂b , n̂r ]
интервалы изменения 

( )nhσ
∧ частота интервала

1.85497–1.87214 11
1.87214–1.88931 22
1.88931–1.90648 43
1.90648–.92366 18

1.92366–1.94083 5

интервалы изменения n̂b частота интервала
2.85799–2.89735 11
2.89735–2.93672 23
2.93672–2.97608 36
2.97608–3.01544 26
3.01544–3.05481 3

интервалы изменения n̂r частота интервала
1.95884–1.97568 14
1.97568–1.99251 26
1.99251–2.00935 40
2.00935–2.02619 17
2.02619–2.04303 2

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты вычислительного эксперимен-
та показали достаточно хорошую близость 
оценок параметров в моделях логистического 
роста, Рикера и дискретизированной модели 
Лоренца к оцениваемым параметрам. Следу-
ет отметить, что приближение средней по 
траектории ( )f x  детерминированной функ-
ции ( )f x  с помощью среднего по конечному 
отрезку ( ) |nf x  исследуется в теории динами-
ческих систем. Тогда как близость среднего 

( ) | ,nf y  вычисленного по неточным наблюде-
ниям c соответствующими добавками к сред-
нему ( ) |nf x  оценивается вероятностными ме-
тодами. В последнее время появилось большое 

количество работ по моделированию популя-
ционной динамики на основе нелинейных ре-
куррентных соотношений [14–18]. Предлагае-
мые в статье методы могут быть применены к 
оценкам параметров этих моделей.

КОНФЛИКТ ИНТЕРЕСОВ

Авторы декларируют отсутствие явных и 
потенциальных конфликтов интересов, свя-
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Рис. 3. Гистограммы частот для 
( )nhσ

∧

 (верхняя), n̂b  (в середине), n̂r  (нижняя)

[Fig. 3. Frequency histograms for ( )nh
∧

σ  (top), 

n̂b  (middle), n̂r  (bottom)]
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Annotation. Abstract. In this paper, estimates of the parameters of nonlinear recurrent sequenc-
es are constructed from inaccurate observations. We are talking about the logistic growth model, 
the Rikker model and the discretized Lorentz model. In the Lorentz model, the differential prob-
lem was reduced to a finite-difference scheme. Additive and multiplicative models of introducing 
errors into observations are considered, while the error distributions do not always have a nor-
mal distribution law. The main idea of the work is to represent the parameters of models through 
the time averages of certain functions and to estimate these averages from observations. The 
questions of the existence of time averages of some functions of model variables are the subject 
of the theory of dynamical systems. They are determined by the presence of limit cycles or limit 
distributions of a dynamical system. Since dynamic systems are observed against the background 
of random errors, the estimated parameters are expressed in terms of the trajectory averages 
and in terms of the variance of the observation errors. An important step in this work was the 
proof of the convergence in probability of the estimated parameters of a deterministic system 
to exact values. This procedure is based on classical probabilistic inequalities of the Chebyshev 
inequality type. The obtained results are verified in the course of computational experiments, in 
which polygons of the frequencies of the estimated parameters are constructed and compared 
with their exact values. The models of dynamical systems considered in this paper are nonlinear, 
which makes it difficult to use the least squares method to estimate their parameters. The results 
of a numerical experiment known to the authors for such an estimation of parameters contain 
rather large errors. Whereas the method proposed in this paper for estimating the parameters of 
nonlinear dynamical systems is analytically rigorous.
Keywords: nonlinear recurrent sequences, parameter estimates, probability convergence, limit 
cycles and distributions.
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