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Аннотация. В статье представлен комплексный подход к точному решению задач 
Constrained Clustering, то есть задач кластеризации, предполагающих анализ, помимо 
матрицы расстояний, фоновых знаний о необходимости/недопустимости вхождения 
некоторых объектов в те или иные кластеры. Подход реализован в рамках парадигмы 
программирования в ограничениях (Constraint Programming), ориентированной на по-
строение процедур систематического поиска (процедур обхода дерева поиска) для реше-
ния сложных комбинаторных задач. При этом, вся исходная информация о задаче выра-
жается с помощью ограничений, то есть качественных и количественных зависимостей. 
Существенная сложность заключается в том, что в современных средах и библиотеках 
программирования в ограничениях обработка качественных ограничений, которыми, в 
частности, являются правила отнесения объектов к одному или различным кластерам, 
производится недостаточно эффективно. Таким образом, представляется актуальной 
разработка способов ускорения обработки подобных ограничений. В статье предлагает-
ся представлять и обрабатывать качественные ограничения в форме табличных ограни-
чений нового типа, а именно smart-таблиц D-типа. Для smart-таблиц D-типа разработа-
ны высокоэффективные процедуры вывода на ограничениях, осуществляющие раннее 
отсечение неперспективных ветвей дерева поиска. Другое направление работ, которое 
активно развивается в настоящих исследованиях, связано с уменьшением количества 
ограничений, используемых для представления задачи, и с упрощением их вида. Пред-
лагается генерировать ограничения лишь для некоторых пар объектов, основываясь на 
интервальной оценке для оптимального значения критерия кластеризации. Для получе-
ния данной оценки используется ранее предложенный авторами метод иерархической 
кластеризации, который позволяет анализировать ограничения на комбинации пар объ-
ектов внутри кластера. Предложенный подход позволяет находить все варианты разби-
ений, обеспечивающие глобальный оптимум целевой функции для рассматриваемых 
задач Constrained Clustering высокой размерности. Разработанный подход проиллюстри-
рован на примере задачи выявления зон участка горного массива с различной степенью 
сейсмической активности.
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ВВЕДЕНИЕ

Недостатком большинства «классиче-
ских» методов кластеризации является не-
возможность учитывать пользовательские 
ограничения на допустимые/недопустимые 
комбинации объектов внутри кластера, по-
скольку не всегда отнесение объекта в бли-
жайший (по расстоянию) кластер является 
семантически корректной операцией. Для 
решения этой проблемы в настоящее вре-
мя развивается направление исследований, 
именуемое кластеризацией с частичным при-
влечением учителя (semi-supervised clustering 
или Constrained Clustering) [1–5], в рамках 
которого при отнесении объектов к одному 
или различным кластерам анализируются не 
только расстояния между объектами, но и до-
полнительные фоновые знания о предметной 
области. Количество классов и сами классы 
неизвестны, но для некоторых пар объектов 
известно, например, что они попадают или не 
попадают в один кластер.

Анализ методов решения задач Constrained 
Clustering показал, что, как и в случае задачи 
классического кластерного анализа, боль-
шинство из них являются приближенными, а 
не точными. Данные методы не предназначе-
ны для систематического исследования про-
странства поиска и, в общем случае, не по-
зволяют найти глобальный оптимум при рас-
смотрении задачи Constrained Clustering как 
задачи комбинаторной оптимизации. Появле-
ние мощных SAT-солверов и технологии про-
граммирования в ограничениях (Constraint 
Programming) [6–8] позволило решать многие 
практически значимые задачи комбинатор-
ного поиска, характеризующиеся большой 
размерностью, с помощью точных методов. 
Однако проведенный анализ показал, что 
данные средства декларативного программи-
рования всё ещё редко применяются в задачах 
Data Mining, в целом, и в задачах Constrained 
Clustering, в частности. В связи с изложенным, 
представляется перспективной разработка 
точных методов решения задач Constrained 
Clustering в различных постановках.

В настоящих исследованиях задачу Con­
strained Clustering предложено решать в рам-

ках парадигмы программирования в огра-
ничениях с использованием нового типа 
табличных ограничений — smart-таблиц 
D-типа [9]. Помимо разработки способа 
представления задачи Constrained Clustering с 
использованием smart-таблиц, значительное 
внимание уделено вопросу уменьшения ко-
личества и упрощению ограничений задачи 
в процессе её постановки. Предлагаемые ме-
тоды в совокупности обеспечивают возмож-
ность получения глобального оптимума для 
задач высокой размерности.

Разработанный подход в статье проиллю-
стрирован на примере задачи исследования 
степени влияния горно-геологических фак-
торов на уровень техногенной сейсмической 
активности участков горного массива.

1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
1.1. Представление задачи 

Constrained Clustering в рамках 
парадигмы Constraint Programming

Опишем предлагаемый подход на приме-
ре задачи кластеризации c критерием мини-
мизации диаметра разбиения.

Пусть задача состоит в том, что требуется 
разбить n  объектов 1{ ,..., }nO o o=  на k  кла-
стеров таким образом, чтобы диаметр разби-
ения был минимальным среди всех возмож-
ных разбиений, то есть D min→ , где D  — ди-
аметр разбиения. Напомним, что диаметр 
разбиения — это максимальный диаметр для 
всех кластеров разбиения. Диаметр класте-
ра — это максимальное расстояние между 
любыми двумя точками, принадлежащими 
данному кластеру. Описываемая модель по-
зволяет искать разбиение при условии, что не 
задано точное число k  итоговых кластеров, а 
задан лишь интервал [ , ]min maxk k k∈ .

В качестве базовой модели для решения 
задачи Constrained Clustering была использо-
вана модель, описанная в [10]. Для обозначе-
ний точек (объектов) кластеров используют-
ся переменные 1{ ,..., }nG G G= . Доменом ка-
ждой переменной выступает множество ин-
дексов возможных кластеров {1, ..., }maxk . 
Присваивание iG c=  обозначает, что точка io  
лежит в кластере c.
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Помимо матрицы расстояний между объ-
ектами [ ]ijd , при постановке задачи Con­
strained Clustering задается ряд ограничений. 
Перечислим упомянутые ограничения [10].

1.  1([ ,..., ],[1.. ])n maxPrecede G G k  — ограниче-
ние, которое необходимо задавать для того, 
чтобы избежать симметричных решений: ка-
ждому из возможных разбиений, содержа-
щих по меньшей мере mink  различных класте-
ров и самое большее maxk  различных класте-
ров, должно соответствовать ровно одно пол-
ное присваивание значений переменных из 

1{ ,..., }nG G G= .
2.  ( , ,1)minAtLeast G k  — условие на нижнюю 

границу mink  рассматриваемого интервала 
[ , ]min maxk k . Данное ограничение предписыва-
ет, чтобы в результирующем полном присва-
ивании хотя бы одна из переменных 

1{ ,..., }nG G G=  принимала значение mink . Усло-
вие на верхнюю границу maxk  интервала для k  
учитывается при задании множества возмож-
ных индексов кластеров — {1, ..., }maxk .

3. При решении задачи минимизации диа-
метра разбиения для каждой пары объектов, 
то есть для каждого элемента матрицы [ ]ijd , 
должно быть сгенерировано ограничение 
вида:

	 ( ) ( )ij i jd D G G> → ≠ .	 (1)
Здесь ijd  — это константа, обозначающая 

расстояние между объектами io  и jo . Пере-
менная D  обозначает диаметр разбиения и 
изначально принимает значения из интерва-
ла [ , ]min maxd d , где mind  и maxd  — это минималь-
ный и максимальный элемент матрицы [ ]ijd .

Кроме перечисленных обязательных огра-
ничений, согласно [10], в модель могут быть 
добавлены дополнительные пользователь-
ские ограничения, например:

1) ( , , )iAtLeast G G α  — ограничения на ми-
нимальный размер любого кластера в разбие-
нии: количество точек в любом кластере при 
любом разбиении должно быть не меньше за-
данного числа α ;

2) ( , , )AtMost G c β  — ограничения на мак-
симальный размер кластера c индексом 

{1, ..., }maxc k∈ : количество точек в любом кла-
стере при любом разбиении должно быть не 
больше заданного числа β .

3) i jG G=  — ограничения must-link, предпи-
сывающее, что при любом разбиении пара объ-
ектов io  и jo  должна попадать в один кластер.

4)  i jG G≠  — ограничение cannot-link, пред-
писывающее, что при любом разбиении пара 
объектов io  и jo  не попадает в один кластер.

В базовой модели [10] существенная про-
блема состоит в организации эффективной 
обработки нечисловых ограничений вида (1). 
Дело в том, что в рамках существующих сред 
программирования в ограничениях обработ-
ка нечисловых ограничений осуществляется 
недостаточно эффективно, особенно в случае 
задач удовлетворения ограничений высокой 
размерности.

Таким образом, актуальным направлением 
исследований представляется разработка спо-
собов ускорения обработки подобных огра-
ничений. Другое направление работ, которое 
активно развивается в настоящих исследо-
ваниях, связано с уменьшением количества 
ограничений, используемых для представ-
ления задачи, и упрощением их вида. В ходе 
исследований было предложено генерировать 
ограничения вида (1) не для всех пар объек-
тов, а лишь для некоторых, что позволяет су-
щественно снизить размерность решаемой 
задачи.

Кратко поясним основную идею (рис. 1). 
Пусть в результате применения некоторых 
методов нам удалось «сузить» исходный ин-
тервал возможных значений диаметра разби-
ения с [ , ]min maxD d d∈  до 1 2[ , ]D d d∈ , где 1d  и 

2d  — это новые верхняя и нижняя границы 
интервала. В таком случае для тех элементов 
матрицы расстояний [ ]ijd , для которых спра-
ведливо 1[ , )ij mind d d∈  ограничений генериро-
вать не требуется, так как утверждение (1) 
будет тождественно истинным. Для тех эле-
ментов матрицы [ ]ijd , для которых выполня-
ется 2( , ]ij maxd d d∈  ограничение вида (1) упро-
щается и становится ограничением вида 
( )i jG G≠ , которое проще обрабатывать. Оста-
нется сгенерировать ограничения вида (1) 
только для объектов, для которых 1 2[ , ]ijd d d∈ . 
Число оставшихся объектов, как правило, зна-
чительно меньше, чем количество исходных.
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1.2. Представление задачи Constrained 
Clustering с использованием smart-таблиц 

D-типа и организация логического вывода

Как уже упоминалось, в рамках современ-
ных систем программирования в ограничени-
ях обработка качественных ограничений (ло-
гические формулы, продукционные правила, 
и т. п.) осуществляется недостаточно эффек-
тивно. Наиболее перспективным подходом 
к представлению и обработке качественных 
зависимостей следует признать подход, ос-
нованный на применении их специализиро-
ванного табличного представления. Извест-
ные виды табличных ограничений, такие как 
compressed-таблицы и smart-таблицы [11–14], 
хорошо подходят для моделирования дизъ-
юнктивных нормальных форм логических 
формул. Однако с помощью известных типов 
табличных ограничений не всегда целесоо-
бразно описывать некоторые виды знаний, 
например продукционные правила, посколь-
ку при этом порождаются громоздкие кон-
струкции. Рассмотрим пример.

Пример 1. Пусть имеется правило 
1 2(4 ) ( )D G G> → ≠ , сгенерированное при 

анализе некоторой матрицы расстояний [ ]ijd . 
Раскрытие в данном выражении импликации 
приводит к записи: 1 2(4 ) ( )D G G≤ ∨ ≠ . С по-
мощью известных типов smart-таблиц это 
ограничение может быть выражено так:

	
1 2

4 *
*

D G G
≥ 
 ≠ 

.

В самой верхней строке записан заголовок 
отношения (ограничения), причем один из 
атрибутов отношения, а именно 1 2G G , являет-
ся составным, то есть состоит из двух простых 
атрибутов 1G  и 2G . Данное табличное пред-
ставление при двух значащих компонентах со-
держит две фиктивных компоненты «*», обо-

значающие весь диапазон возможных значе-
ний соответствующей переменной. Таким 
образом, в некоторых случаях использование 
табличных ограничений известных типов яв-
ляется нерациональным с точки зрения ком-
пактного представления информации.

В настоящей работе логические выраже-
ния вида (1) предлагается представлять и об-
рабатывать с помощью специального вида та-
бличных ограничений — smart-таблиц D-ти-
па, который был ранее разработан одним из 
авторов статьи [9].

В отличие от широко распространенных 
smart-таблиц С-типа, которые соответствуют 
дизъюнктивным нормальным формам ло-
гических формул с элементарными одно- и 
двуместными предикатами, smart-таблицы 
D-типа соответствуют конъюнктивным нор-
мальным формам таких формул. Авторам не 
известны работы, где в контексте решения 
задач удовлетворения ограничений рассма-
тривались бы структуры, подобные предлага-
емым smart-таблицам D-типа.

Представленное выше правило может 
быть смоделировано следующей smart-табли-
цей D-типа, состоящей из одной строки:

	
] [

1 2

4
D G G
≥ ≠

Таблицы D-типа записываются с помо-
щью перевернутых квадратных скобок.

Приведем еще один пример smart-табли-
цы D-типа, которая моделирует сразу не-
сколько подобных правил:

Пример 2. Пусть имеется 5 правил: 
4 7(480 ) ( )D G G> → ≠ , 5 6(832 ) ( )D G G> → ≠ , 
7 8(810 ) ( )D G G> → ≠ , 7 14(478 ) ( )D G G> → ≠ , 
8 10(650 ) ( )D G G> → ≠ .

Тогда соответствующая этим правилам 
таблица D-типа будет выглядеть следующим 
образом:

4 7 5 6 7 8 7 14 8 10

480
832
810
478
650

D G G G G G G G G G G
≥ ≠ ∅ ∅ ∅ ∅ 
 ≥ ∅ ≠ ∅ ∅ ∅ 
 ≥ ∅ ∅ ≠ ∅ ∅
 ≥ ∅ ∅ ∅ ≠ ∅ 
 ≥ ∅ ∅ ∅ ∅ ≠ 

.

Рис. 1. Возможности упрощения вида 
ограничений и снижения их количества
[Fig. 1. Possibilities of simplifying the form 
of constraints and reducing their number]
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Символ «∅» обозначает компоненту, не 
содержащую ни одного значения. Каждая 
строка данной таблицы соответствует неко-
торому правилу. При программном представ-
лении smart-таблиц D-типа компоненты «∅» 
не хранятся в оперативной памяти компьюте-
ра. Тот факт, что несколько правил записыва-
ются и обрабатываются в виде единой 
smart-таблицы D-типа, позволяет снизить 
вычислительные расходы на вызовы проце-
дур обработки ограничений и дает возмож-
ность удалять больше «лишних» значений из 
доменов переменных, то есть значений, кото-
рые не входят ни в одно решение задачи удов-
летворения ограничений.

Отличительной особенностью предлагае-
мых smart-таблиц D-типа по сравнению с 
обычными таблицами и compressed-таблица-
ми является наличие составных атрибутов в 
заголовке матрицы (схеме отношения). Зна-
чениями компонент составных атрибутов мо-
гут быть отношения из предопределённого 
множества. В приведённой в примере 2 
smart-таблице D-типа имеется, в частности 
составной атрибут 4 7G G , в качестве компо-
нент могут выступать отношения сравнения 
{ },= ≠  на паре простых атрибутов 4G  и 7G .

При организации рассуждений на данных 
структурах ключевым понятием является по-
нятие кванта информации. Квант — это сово-
купность значений переменной, рассматри-
ваемая как единое целое. Множество квантов 
для некоторого домена представляет собой 
разбиение соответствующего домена или 
компоненты. Так домен переменной 4 7G G  раз-
бивается на два кванта. Первым квантом яв-
ляется отношение « 4 7G G= », вторым кван-
том — отношение « 4 7G G≠ ». Для простых 
атрибутов iG  с дискретными областями опре-
деления в качестве квантов обычно выступа-
ют элементы домена, то есть значения 
{ }1, 2, 3, ... .

Любой метод решения задачи удовлетво-
рения ограничений содержит в себе две ком-
поненты: компоненту, реализующую поиск, и 
компоненту, реализующую распространение 
ограничений (логический вывод на ограниче-
ниях). Как правило, в качестве компоненты, 
реализующей поиск, выступает один из мето-

дов поиска в глубину с возвратами. Вывод на 
ограничениях сводится к усечению областей 
определения переменных и характеризует-
ся полиномиальной временной сложностью. 
Компонента, реализующая вывод, разрабаты-
вается отдельно под каждый тип ограниче-
ний. В случае smart-таблиц D-типа, помимо 
редуцирования доменов переменных, в ре-
зультате вывода на ограничениях удаляют-
ся некоторые строки, столбцы, компоненты, 
значения компонент таблиц. Вывод на огра-
ничениях, представленных в виде smart-та-
блиц D-типа, предлагается осуществлять с 
использованием следующих утверждений [9]:

Утверждение 1. Если хотя бы одна строка 
smart-таблицы D-типа пуста (содержит все 
пустые компоненты), то таблица пуста (соот-
ветствующая задача удовлетворения ограни-
чений не имеет решения).

Утверждение 2. Если все компоненты не-
которого атрибута пусты, то данный атри-
бут можно удалить из smart-таблицы D-типа 
(удаляются все компоненты, стоящие в соот-
ветствующем столбце).

Утверждение 3. Если в smart-таблице 
D-типа есть строка (smart-кортеж), содержа-
щая лишь одну непустую компоненту, то все 
кванты, не входящие в эту компоненту, уда-
ляются из соответствующего домена.

Утверждение 4. Если строка smart-табли-
цы D-типа содержит хотя бы одну полную 
компоненту, то она удаляется.

Утверждение 5. Если компонента атрибу-
та smart-таблицы D-типа содержит квант, не 
принадлежащий соответствующему домену, 
то квант удаляется из компоненты.

Утверждение 6. Если в smart-таблице 
D-типа усечён один или несколько доменов 
простых атрибутов, которые формируют не-
который составной атрибут, то: из домена со-
ставного атрибута исключаются кванты, ко-
торые обращаются в пустое множество при 
новых доменах соответствующих простых 
атрибутов.

Утверждение 7. В случае конкретизации 
домена сложного атрибута должны быть кон-
кретизированы и домены соответствующих 
простых атрибутов с учётом вновь выведен-
ного домена составного атрибута.
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1.3. Предлагаемый подход к повышению 
эффективности процесса решения задачи 

Constrained Clustering

Рассмотрим предлагаемый подход более 
детально. В рамках подхода процесс решения 
разбивается на несколько этапов.

1 этап. Оценить диапазон значений, в ко-
торый должен попадать искомый оптималь-
ный диаметр разбиения. Для нахождения 
первоначальной оценки оптимального значе-
ния диаметра разбиения предлагается ис-
пользовать метод FPF (Furthest Point First) 
[15]. Если считать, что диаметр разбиения, 
полученного в результате применения метода 
FPF, равен d, тогда оптимальный диаметр 
разбиения может быть оценен как: 

[( / 2), ]D d d∈ . Видно, что чем точнее оценена 
нижняя граница, тем менее точной оказыва-
ется верхняя, и наоборот. Как правило, этот 
метод позволяет получить хорошую оценку 
для нижней границы оцениваемого параме-
тра. На основе полученной оценки генериру-
ются ограничения cannot-link для тех пар кла-
стеров, для которых ijd d> .

2 этап. Выполнить конкретизацию верх-
ней границы найденного на этапе 1 интервала 

[( / 2), ]D d d∈ . Для этого применяется разра-
ботанный авторами метод агломеративной 
иерархической кластеризации с учетом поль-
зовательских ограничений [16]. При анализе 
возможности/необходимости слияния кла-
стеров в рамках авторского метода принима-
ются во внимание пользовательские ограни-
чения cannot-link и must-link. Применение 
данного метода повышает эффективность 
вычислительных процедур и позволяет со-
кратить перебор вариантов объединения кла-
стеров. В результате данного этапа получаем 
некоторое разбиение объектов на mink  класте-
ров. Для данного разбиения вычисляем диа-
метр, который служит верхней оценкой для 
возможных значений переменной D.

3 этап. Сгенерировать ограничения в виде 
smart-таблиц D-типа для систематического ре-
шения задачи Constrained Clustering. Оценка 
значений критерия кластеризации, получен-
ная на предыдущих этапах, позволяет генери-

ровать ограничения не для всех пар кластери-
зуемых объектов, как было описано ранее.

4 этап. Решить сгенерированную на пре-
дыдущем этапе задачу Constrained Clustering. 
В ходе систематического поиска не происхо-
дит полного перебора вариантов, поскольку 
неперспективные ветви дерева поиска от-
секаются в результате применения метода 
распространения ограничений для случая 
smart-таблиц D-типа и предложенных эври-
стик выбора наилучшего преемника теку-
щего состояния. При анализе наилучшего 
преемника выбирается переменная, домен 
которой содержит наименьшее количество 
значений. Выбор значения переменной про-
изводится согласно следующей эвристике: 
поскольку переменная представляет один из 
кластеризуемых объектов, а её значение — 
номер кластера, то присваиваем переменной 
номер того кластера, который ближе к рас-
сматриваемому объекту.

При применении подхода отсутствуют 
принципиальные ограничения на способ 
представления кластеризуемых объектов. Это 
может быть обычная объектно-признаковая 
таблица. Также для представления объек-
тов могут использоваться мультимножества. 
В последнем случае в качестве кластеризуе-
мого объекта может выступать агрегирован-
ное множество объектов предметной обла-
сти, а сама кластеризация ориентирована на 
групповое принятие решений с учетом мне-
ний нескольких экспертов [17].

В рамках подхода осуществляется поиск 
всех решений задачи Constrained Clustering, то 
есть всех разбиений объектов, обеспечиваю-
щих оптимальное значение критерия класте-
ризации. Эти решения в дальнейшем могут 
использоваться для того, чтобы понять, какие 
из объектов образуют ядро кластеров, а какие 
при различных разбиениях попадают в раз-
личные кластеры.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотрим пример, где в качестве объек-
тов кластеризации выступают 14 простран-
ственных ячеек, на которые разбит один из 
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участков высоконапряженного массива гор-
ных пород. Подробное описание объекта ис-
следований приведено в работе [16], где ав-
торами был предложен метод иерархической 
кластеризации с учетом пользовательских 
ограничений. В отличие от упомянутой рабо-
ты, где предложен «жадный» метод поиска, в 
ходе настоящих исследований разработан ме-
тод систематического поиска всех разбиений, 
доставляющих глобальный оптимум задачи 
Constrained Clustering, а также используется 
другой способ представления кластеризуе-
мых объектов и отличная метрика.

Напомним, что в рассматриваемом при-
мере цель кластеризации — выявление зон с 
различной степенью сейсмической активно-
сти. Каждое сейсмическое событие, отнесен-
ное к некоторой пространственной ячейке, 
описывается определенным набором фак-
торов, оказывающих, по мнению экспертов, 
влияние на возникновение сейсмических 
событий. В качестве таких факторов высту-
пают геология и тектоника месторождения 
и прилегающего к нему района, геометрия и 
динамика горных работ. При различных со-
четаниях влияющих факторов может наблю-
даться различный уровень сейсмической ак-
тивности. 

Исходные данные, агрегирующие оценки 
двух экспертов, представлены в виде таблицы 
с описанием совокупности влияющих факто-
ров с учетом числа сейсмособытий и с пред-
ставлением групп сейсмособытий в виде со-
вокупности мультимножеств.

В качестве признаков (факторов) исполь-
зовались: 1R  — разлом 1; 2R  — разлом 2; 
OP  — границы очистного пространства; 
OPv  — границы очистного пространства вы-
шележащего горизонта; W  — выработки; 

RT  — рудное тело; VP  — вмещающие породы; 
/RT VP — рудное тело/вмещающие породы; 

WB — висячий бок рудной залежи; LB — ле-
жачий бок рудной залежи, N  — число сейс-
мособытий в ячейке. 

В табл. 1 представлен фрагмент списка 
исходных данных для проведения кластери-
зации. Каждая строка табл. 1 представляет 
собой мультимножество. В каждой ячейке 
таблицы, соответствующей некоторому фак-
тору, приведены значения кратности для двух 
элементов мультимножества: 0 — данный 
фактор не оказывает влияния и 1 — данный 
фактор оказывает влияние. Подобная табли-
ца может отображать мнение как одного экс-
перта, так и представлять совокупность мне-
ний нескольких экспертов в случае группово-
го принятия решений. В табл. 2 представле-
ны результаты рассчетов расстояний между 
исходными кластерами (один объект — один 
кластер).

В расчетах использовалась метрика:

	 11
1

( , ) ( ) ( )
n

l l
i j Ai Aj

l
d o o k x k x

=

= −∑ ,	 (2)

где iA  и jA  — мультимножества, соответству-
ющие объектам io  и jo .

В приводимом примере требуется выпол-
нить кластеризацию пространственных яче-
ек на три кластера таким образом, чтобы диа-
метр разбиения был бы минимально возмож-
ным. Каждый кластер соответствует некото-
рому уровню сейсмической активности: кла-
стер A — низкий уровень активности, кластер 
B — средний уровень активности, кластер 
C  — высокий уровень активности.

Рассмотрим по этапам применение пред-
ложенного подхода на описанном примере.

Первый этап состоит в применении мето-
да FPF для предварительной оценки диаметра 

Таблица 1. Представление информации о кластеризуемых объектах
[Table 1. Representing information about clustered objects]

Номер 
ячейки R1 R2 OP OPv RT VP RT/VP W WB LB N

1 2  0 2  0 2  0 2  0 2  0 0  2 2  0 2  0 0  2 2  0 2
2 0  2 2  0 2  0 2  0 2  0 0  2 2  0 2  0 0  2 2  0 2
3 6  0 6  0 6  0 6  0 6  0 0  6 6  0 6  0 0  6 6  0 6

…
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разбиения. После применения метода FPF 
имеем: в кластер A попадают объекты 1–4, 
11–14; в кластер B  — объекты 7–10; в кластер 
C  — объекты 5, 6. Диаметр кластера кластера 
A  — 344, диаметр кластера B  — 930, диаметр 
кластера C  — 832. Тогда диаметр разбиения — 
930. Оценка для возможных значений диаме-
тра разбиения будет выглядеть следующим 
образом: [465, 930]D∈ .

Далее в рамках второго этапа предлагаемо-
го подхода проводится кластеризация сейсмо-
событий согласно модифицированному мето-
ду иерархической кластеризации [16] с учeтом 
полученных с помощью метода FPF ограниче-
ний cannot link: ( 930)ijd > . В табл. 2 темным 
цветом помечены комбинации объектов, на 
которые наложены ограничения cannot link. На 
каждом шаге иерархической кластеризации 
расстояния между объединенными кластера-
ми и остальными пересчитываются, при этом 
на объединенные кластеры распространяются 
ограничения, наложенные на исходные кла-
стеры. При расчете расстояний в обработку 
берутся только допустимые сочетания (не по-
меченные цветом в таблице расстояний), что 
позволяет на каждом шаге существенно сокра-
тить объем вычислений. В табл. 3 приведен по-
следний шаг кластеризации (не осталось яче-
ек, которые можно объединить).

На рис. 2 в виде дендрограммы представ-
лен ход авторского метода иерархической 
кластеризации с учетом ограничений на со-
четаемость кластеризуемых объектов.

Таблица 2. Матрица расстояний
[Table 2. Destination matrix]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 0 4 40 84 1062 1264 446 1088 242 442 104 328 10 66
2 4 0 44 80 1066 1262 450 1084 246 438 108 324 10 62
3 40 44 0 52 1046 1272 438 1104 250 454 112 344 60 58
4 84 80 52 0 1050 1260 480 1100 270 450 140 340 100 72
5 1062 1066 1046 1050 0 832 980 1294 1020 1156 1030 1006 1070 1098
6 1264 1262 1272 1260 832 0 1260 936 1260 1088 1250 1132 1260 1288
7 446 450 438 480 980 1260 0 810 200 104 410 386 450 478
8 1088 1084 1104 1100 1294 936 810 0 930 650 1080 1016 1080 1108
9 242 246 250 270 1020 1260 200 930 0 280 210 270 250 278

10 442 438 454 450 1156 1088 104 650 280 0 430 366 430 458
11 104 108 112 140 1030 1250 410 1080 210 430 0 240 100 114
12 328 324 344 340 1006 1132 386 1016 270 366 240 0 320 320
13 10 10 60 100 1070 1260 450 1080 250 430 100 320 0 70
14 66 62 58 72 1098 1288 478 1108 278 458 114 320 70 0

Таблица 3. Разбиение, полученное 
после иерархической кластеризации

[Table 3. Partition obtained 
after hierarchical clastering]

1–4, 9, 11–14 7, 8, 10 5, 6
1–4, 9, 11–14 0 1718 1912

7, 8, 10 1718 0 1786
5, 6 1912 1786 0

Рис. 2. Результаты иерархической 
кластеризации

[Fig. 2. Hierarchical clustering results]
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Результаты иерархической кластеризации 
(результаты второго этапа): кластер A  — 
объекты 1–4, 9, 11–14; кластер B  — объекты 
7, 8, 10; кластер C  — объекты 5, 6. Диаметры 
полученных кластеров, 344, 810 и 832 соот-
ветственно. Таким образом, уточнена верх-
няя граница кластеризации: метод FPF давал 
оценку диаметра разбиения [465, 930]D∈ , а 
после уточнения интервал для оценки диаме-
тра разбиения стал [465, 832]D∈ .

В рамках третьего этапа подхода осущест-
вляется генерация ограничений в форме 
smart-таблиц D-типа. Выполненная на преды-
дущий этапах оценка диаметра разбиения по-
зволяет генерировать ограничения далеко не 
для всех ячеек матрицы расстояний (комби-
наций пар объектов). Очевидно, что для эле-
ментов матрицы расстояний, для которых 

465ijd < , нет необходимости генерировать 
ограничения. Для элементов матрицы рассто-
яний, для которых 832ijd >  генерируются 
ограничения вида ( )i jG G≠ . Элементов же 
матрицы расстояний, которые удовлетворя-
ют условию [465, 832]ijd ∈ , остается всего 
пять (если смотреть на верхний треугольник 
матрицы расстояний в табл. 2): 4,7 480d = , 

5,6 832d = , 7,8 810d = , 7,14 478d = , 8,10 650d = . 
Следовательно, для рассматриваемой задачи 
Constrained Clustering будет сгенерировано 
всего пять ограничений вида (1). Выше в при-
мере 2 приводится описание этих пяти пра-
вил в форме smart-таблицы D-типа. Заметим, 
что без подготовительных этапов, состоящих 
в применении метода FPF и иерархической 
кластеризации с учетом ограничений, коли-
чество генерируемых ограничений вида (1) 
оценивалось бы величиной (14 13) / 2 91⋅ = .

В рамках четвертого этапа производится 
систематический поиск решений для сгене-
рированной на третьем этапе задачи удовлет-
ворения ограничений. В результате система-
тического поиска было установлено, что оп-
тимальным значением критерия кластериза-
ции является 832D = , а также получены все 
три оптимальных решения рассматриваемой 
задачи Constrained Clustering.

Первое решение: в класс A  попадают объ-
екты 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12, 13, 14; в класс B  — 
объекты 7, 8; в класс C  — объекты 5, 6.

Второе решение: в класс A  попадают объ-
екты 1; 2; 3; 4; 7; 9; 11; 12; 13; 14; в класс B  — 
объекты 8, 10; в класс C  — объекты 5, 6.

Третье решение: в класс A  попадают объ-
екты 1; 2; 3; 4; 9; 11; 12; 13; 14; в класс B  — 
объекты 7, 8, 10; в класс C  — объекты 5, 6.

На основе полученных решений можно 
сделать вывод, что при любом разбиении в 
класс A  попадают объекты 1, 2, 3, 4, 9, 11, 12, 
13, 14; в класс B  — объект 8; в класс C  — 
объекты 5, 6. Объекты 7 и 10 иногда попадают 
в класс A  (в одном из трех оптимальных ре-
шений), а иногда в класс B  (в двух из трех оп-
тимальных решений). Принадлежность этих 
объектов кластерам наглядно отображена в 
табл. 4, где также показано наличие упомяну-
тых ранее влияющих факторов в той и иной 
ячейке. В столбце N  приводится количество 
сейсмических событий, произошедших в той 
или иной ячейке.

Далее поставим цель выявить влияние пе-
речисленных в табл. 4 факторов на уровень 
сейсмической активности. В качестве инстру-
мента были использованы «деревья реше-
ний» (вкладка «Data Mining») в среде «Statisti­
ca 13» [18]. Обучающая выборка была сфор-
мирована из всех объектов, кроме объектов 7 
и 10. В итоге, получено дерево решений, пред-
ставленное на рис. 3 (цифра 1 соответствует 
классу A, цифра 2 — классу B, цифра 3 — 
классу C). На основе полученного дерева 
можно сформулировать правила, описываю-
щие влияние рассмотренных факторов среды 
на уровень сейсмической активности.

Первое правило: Если ячейка относится к 
висячему боку и там имеются выработки, то 
уровень сейсмической активности оценива-
ется как высокий.

Второе правило: Если ячейка относится к 
висячему боку и там отсутствуют выработки, 
то уровень сейсмической активности оцени-
вается как низкий.

Третье правило: Если ячейка не относится 
к висячему боку и в ней располагается грани-
ца очистного пространства текущего гори-
зонта, то уровень сейсмической активности 
оценивается как средний.

Четвертое правило: Если ячейка не отно-
сится к висячему боку и в ней не располагает-
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ся граница очистного пространства текущего 
горизонта, то уровень сейсмической активно-
сти оценивается как низкий.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложен комплексный подход 
к решению задач Constrained Clustering, реа-

лизованный в рамках парадигмы Constraint 
Programming, то есть задача Constrained Clus­
tering формализуется в виде задачи удовлет-
ворения ограничений, а итоговые кластеры 
формируются в результате систематического 
исследования альтернатив разбиения. При 
этом существенная сложность заключается 
в организации эффективной обработки ка-

Таблица 4. Разбиение пространственных ячеек по уровням сейсмической активности 
на основе всех полученных решений задачи Constrained Clustering

[Table 4. Partitioning spatial cells by seismic activity levels, based on all solutions obtained 
to Constrained Clustering problem]

Ячейка R1 R2 OP OPv RT VP RT/VP W WB LB N Кластер
1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 2 A
2 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 2 A
3 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 6 A
4 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 10 A
5 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 107 C
6 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 126 C
7 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 45 A, B
8 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 108 B
9 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 25 A

10 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 43 A, B
11 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 10 A
12 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 32 A
13 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 A
14 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 7 A

Рис. 3. Получение правил на основе деревьев решений
[Fig. 3. Generating rules based on Decision Trees]
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чественных ограничений, представляющих 
собой правила отнесения объектов к одному 
или разным кластерам. Предлагается пред-
ставлять и обрабатывать качественные огра-
ничения в форме табличных ограничений но-
вого типа, а именно smart-таблиц D-типа. Так-
же значительное внимание в статье уделено 
вопросу снижения количества и упрощению 
ограничений задачи Constrained Clustering. 
Предлагается генерировать ограничения не 
для всех пар объектов, а лишь для некоторых, 
основываясь на интервальной оценке для оп-
тимального значения критерия кластериза-
ции. Для получения данной оценки исполь-
зуется ранее предложенный авторами метод 
иерархической кластеризации, который по-
зволяет анализировать ограничения на допу-
стимость/недопустимость комбинаций объ-
ектов внутри кластера. Предложенный под-
ход позволяет находить все варианты разби-
ений, обеспечивающие глобальный оптимум 
целевой функции для рассматриваемых задач 
Constrained Clustering высокой размерности. 
Применение предлагаемого подхода позволя-
ет существенно снизить размерность исход-
ной задачи и трудоемкость вычислений.

Проведенные исследования подтвердили 
применимость методов Constrained Clustering 
для изучения техногенной сейсмичности и 
показали принципиальную возможность 
оценки с их помощью степени влияния гор-
но-геологических факторов на сейсмические 
события. Полученные результаты кластери-
зации были использованы для предваритель-
ного выделения зон с различной сейсмоак-
тивностью. Результаты исследований позво-
ляют судить о перспективности дальнейшего 
развития методов кластеризации для задач 
поддержки управления природно-промыш-
ленными комплексами как сложными объек-
тами в многомерных фазовых пространствах.
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Annotation. The article presents an integrated approach to the accurate solution of Constrained 
Clustering problems, that is clustering problems involving analysis, in additional to distance ma-
trix, of background knowledge about necessity/infeasibility of the occurrence of some objects 
into a particular cluster. The approach is implemented in the framework of Constraint Program-
ming Paradigm, focused on the constructions of systematic search procedures (traversal of the 
search tree) for solving complex combinatorial problems. Moreover, all the initial information 
about the problem is expressed with constraints, that is, qualitative and quantitative relations. 
A significant complexity lies in the fact that in today’s environments and libraries of constraint 
programming the processing of qualitative constraints, which in particular, are the rules for as-
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to develop ways to accelerate the processing of such constraints. The article proposes to represent 
and process the qualitative constraints in the form of table constraints of a new type, namely 
smart-tables of D-type. For the smart-tables of D-type high efficient constraint inference proce-
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Another area of work, which is actively developing in this research, is related with reducing the 
number of constraints used to represent the problem and simplifying their form. It is proposed 
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example of the problem of identifying zones of rock mass with different seismic activity.
Keywords: constraint programming, cluster analysis, multi-sets, semi-supervised clustering, 
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