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Аннотация. В статье рассматриваются основные классы операций порядкового взвешен-
ного агрегирования, которые получили широкое распространение из-за наличия ряда 
числовых характеристик, обеспечивающих целенаправленный подход к организации 
процедуры агрегирования информации в системах мониторинга, информационно-ана-
литических системах, в экспертных системах и системах поддержки принятия решений, в 
нечетких системах и других, в которых осуществляется обработка информации в рамках 
оценочных моделей. Особенностью данного типа операторов является то, что векторная 
оценка объекта перед агрегированием упорядочивается по невозрастанию или по неу-
быванию, что позволяет непосредственно учитывать значения компонент, а не важность 
источников информации, как это делается при использовании взвешенных средних. 
Моделирование операций агрегирования данного класса сводится к разработке подхо-
дов для определения весовых коэффициентов. Назначая определенным образом веса, 
можно спроектировать процедуру агрегирования с определенными свойствами, в част-
ности, стратегией, компенсационными свойствами, уровнем равномерности учета ком-
понентов векторной оценки. В статье рассматриваются различные семейства операций, 
реализующих технологию порядкового взвешенного агрегирования, их обобщения и мо-
дификации, а также важные случаи. Показана связь данных операторов с интегралами 
Сугено и Шоке, а также приведены обобщенные представления на основе нечетких мер. 
Представленный обзор зарубежных публикаций открывает возможности для широкого 
использования операций агрегирования из данного класса при разработке процедур об-
работки информации в различных прикладных системах, позволяя обеспечить большую 
гибкость, многоальтернативность, обоснованность и интерпретируемость.
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ВВЕДЕНИЕ

В основе многих технологий обработки 
информации, которые используются в проце-
дурах принятия решений, при формировании 
групповых (коллективных) экспертных оце-
нок, в задачах системного анализа при постро-
ении оценочных моделей сложных систем и 
объектов, в методах кластеризации и класси-

фикации, в нейронных сетях, лежат различные 
типы функций и операций агрегирования. Как 
правило, постановка задачи формулируется 
следующим образом: имеется множество объ-
ектов, свойства которых описываются множе-
ством показателей (признаков, критериев, ха-
рактеристик и т. п.), причем оценки каждого 
показателя формируются в некоторой шкале, 
и, таким образом, каждому объекту ставится 
в соответствие векторная оценка, компоненты 
которой можно рассматривать как частные 
оценки объекта. Требуется построить ранжи-
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рование объектов или их разбиение на клас-
сы, или определить лучший объект. Наиболее 
распространенный подход к решению данной 
задачи заключается в определении обобщен-
ных (комплексных, интегральных) оценок 
объектов на основе операций или функций 
агрегирования, при этом считается, что такая 
оценка в целом характеризует объект по всему 
множеству показателей.

Под агрегированием подразумевается пе-
реход от векторной оценки объекта к некото-
рой скалярной величине. В [1] введено поня-
тие оценочной системы и уточнена процедура 
формирования обобщенной оценки. В [2–5] 
описаны свойства операций агрегирования 
из семейства средних. Комбинация различ-
ных свойств порождает те или иные классы 
средних. В [2, 3] представлены рекоменда-
ции по использованию различных средних в 
зависимости от природы исходных данных. 
Операции агрегирования из семейства сред-
них могут учитывать важность (значимость) 
показателей с помощью весовых коэффици-
ентов (весов), образуя, тем самым, систему 
предпочтений на множестве показателей. 
Определение весовых коэффициентов – это 
отдельный шаг в процедуре агрегирования, 
который позволяет использовать взвешен-
ные формы средних. Существует значитель-
ное количество методов определения весов, 
но в общем случае можно выделить два ба-
зовых подхода: с привлечением экспертов 
или на основе статистической информации. 
Одним из широко распространенных явля-
ется метод парных сравнений [6]. Его досто-
инством является, прежде всего, простота 
получения экспертной информации и воз-
можность использования различных шкал 
для оценки важности одного показателя по 
сравнению с другим. Для обработки матрицы 
парных сравнений применяются различные 
методы, среди которых наиболее распростра-
ненным является метод, в соответствии с ко-
торым вектор весов есть собственный век-
тор, отвечающий максимальному собствен-
ному значению матрицы парных сравнений 
[7]. В общем случае выделяют три подхода 
к использованию весов при агрегировании 
[8]: а) вес назначается каждому аргументу и 

отражает его значимость (этот случай опи-
сан выше); b) определение весов связывают с 
упорядочением аргументов, и тогда первому 
аргументу  назначается первый вес из вектора 
весов, второму аргументу – второй вес и т.д.; 
с); вес аргумента определяется его позицией в 
некоторой шкале. Помимо общих подходов к 
формированию процедур агрегирования ко-
личественной информации развиваются под-
ходы, ориентированные на обработку инфор-
мации других типов помимо количественной. 
Так, в [9] представлены операторы агрегиро-
вания истиностной (истинной или ложной) 
информации. При разработке интеллекту-
альных информационных систем актуальной 
проблемой является агрегирование нечеткой 
[10, 11] и, в том числе, лингвистической [10, 
12] информации. Также для агрегирования 
нечеткой информации используются T-нор-
мы и S-конормы [13], которые формализуют 
связки и и или в нечеткой логике и теории 
нечетких множеств, а также гибриды на их 
основе, относящиеся к так называемым ком-
пенсаторным операторам [14, 15]. Исследова-
ние треугольных норм и конорм, представи-
мых рациональными функциями, представ-
лено в [13, 16]. В [17] предложены операции 
агрегирования для интуиционистских нечет-
ких множеств; в [18, 19] – для агрегирования 
интуиционистской информации на основе 
средних; в [20] – для работы со специальными 
множествами. Настоящим событием в теории 
функций агрегирования является появление 
класса порядковых операций агрегирования 
[21], для которых весовые коэффициенты 
имеют принципиально иную интерпретацию 
и не связаны со значимостью показателей. 
Цель статьи заключается в представлении ос-
новных результатов, относящихся к данному 
классу и, в основном, полученных зарубеж-
ными исследователями.  

1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

1.1. Основные понятия и определения

В дальнейших рассуждениях будем предпо-
лагать, что 1( ,..., )nx x=x  – вектор частных оце-
нок с компонентами из [0,1], 1( ,..., )nw w=w  – 
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вектор весовых коэффициентов [0,1]iw ∈  
( 1, ),i n=  для которого выполняется условие 

1
1

n

i
i

w
=

=∑  (условие нормировки, нормализация). 

Рассмотрим общее определение оператора 
агрегирования [5, 22]: n-мерный оператор агре-
гирования есть отображение :[0,1] [0,1],nA →  
удовлетворяющее следующим условиям: 
а) (0,...,0) 0,A =  (1,...,1) 1;A =  б) для любых век-
торов 1( ,..., )nx x=x  и 1( ,..., )nx x′ ′ ′=x  с компо-
нентами из [0,1],  таких что 1,i n∀ =  ( ),i ix x′≤  
выполняется неравенство ( ) ( ).A A ′≤x x

Заметим, что в данном случае от операто-
ров агрегирования требуются только два свой-
ства – ограниченность и монотонность. Одна-
ко возможны и другие требования, учитываю-
щие такие свойства алгебраических операций 
[3, 5, 22, 23], как непрерывность, ассоциатив-
ность, коммутативность, идемпотентность, 
однородность (гомогенность), наличие еди-
ничного и обратного элементов и др. Комму-
тативность (симметричность) означает, что 
обобщенная оценка не зависит от индексации 
компонент векторной оценки, т. е. при любой 
перестановке частных оценок значение обоб-
щенной оценки сохранится. Идемпотентность 
означает, что если все частные оценки равны 
некоторому значению, то и обобщенная оцен-
ка должна совпадать с этим значением. Из-
вестно, что оператор агрегирования является 
идемпотентным тогда и только тогда, когда он 
принадлежит к классу средних [2] (данное 
свойство также называется свойством Паре-
то). Однородность означает выполнение сле-
дующего свойства: ( ) ( )A Aλ λ=x x  для любой 
мультипликативной константы 0.λ >  Поми-
мо перечисленных, существуют и другие 
свойства, которые присущи специальным 
классам операторов агрегирования, или в це-
лом характеризуют поведение лица, прини-
мающего решение, или интерпретируемость 
параметров процедуры агрегирования [3,14].

Пусть :[0,1] [0,1]ϕ →  – непрерывная, стро-
го монотонная функция и :[0,1] [0,1]nA →  – 
оператор агрегирования, тогда ϕ-преобразо-
вание оператора A  является оператором 
агрегирования и определяется следующим 
образом [14, 22]:

( ) ( ) ( )( )( )1
1 ,..., .nA A x xϕ ϕ ϕ ϕ−=x

С помощью ϕ-преобразования можно 
ввести понятие двойственности. Например, 
если ( ) 1x xϕ = −  и A  есть оператор агрегиро-
вания, то двойственным к нему называется 
оператор 

( ) ( )11 1 ,...,1 .c
nA A x x= − − −x

Оператор A  называется самодвойствен-
ным, если он совпадает со своим двойствен-
ным, т. е. 

( ) ( )
( ) ( )1 1

1

1 ,...,1 1 ,..., .n n

A A

A x x A x x

− = − ⇔

⇔ − − = −

1 x x

В [14] представлена наиболее общая клас-
сификация функций агрегирования, согласно 
которой, можно выделить следующие классы:

– класс конъюнктивных функций ,A∧  для 
которых 1( ) min{ ,..., };nA x x∧ ≤x

– класс дизъюнктивных функций ,A∨  для 
которых 1( ) max{ ,..., };nA x x∧ ≥x

– операции осреднения ,A  которые удов-
летворяют неравенству

{ } ( ) { }1 1min ,..., max ,..., .n nx x A x x≤ ≤x
Значительный класс операторов агрегиро-

вания составляют средние [2], среди которых 
среднее арифметическое 

1

1( )
n

i
i

A x
n =

= ∑x  пред-

ставляет простейший и наиболее общий 
способ агрегирования количественной ин-
формации. Обобщением среднего арифме-
тического является взвешенное среднее 

1
( )

n

i i
i

A w x
=

=∑w x  с весами [0,1],iw ∈  которые 

отражают степень важности аргументов. 
К другим аналитическим средним относятся 
средняя геометрическая, средняя гармониче-
ская, средняя степенная и т. д. [2]. К классу 
простых неаналитических средних относится 
медиана, которая реализует представление 
о среднем значении, а также ее обобщение – 
k-порядковая статистика (выбирается эле-
мент, стоящий на позиции k  в упорядочен-
ном от минимального до максимального спи-
ске аргументов). Ее основными свойствами 
являются монотонность, коммутативность, 
ассоциативность, идемпотентность. Обоб-
щенные медианы также рассматриваются в 
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[24]. Неаналитические средние не могут быть 
выражены формулой, но определяются по от-
ношению к некоторым или всем рассматри-
ваемым компонентам векторной оценки. За-
метим, что min  и max  являются частными 
случаями k-порядковой статистики, а их 
обобщениями являются взвешенные формы 
следующего вида [25]:

( ) { }{ }min min max 1 , ,i ii
w x= −w x

( ) { }{ }max max min , .i ii
w x=w x

В [21, 26] введено определение OWA-опе-
ратора: n-мерный оператор порядкового 
взвешенного агрегирования (Ordered Weight-
ed Averaging Aggregation Operator), ассоции-
рованный с вектором весов ,w  есть отобра-
жение :[0,1] [0,1],nF →  такое что 

( ) ( ) ( )i
i 1

, ,
n

iF F w xσ
=

= =∑w x w x

где :{1,..., } {1,..., }n nσ →  – перестановка, та-
кая что ( ) ( 1) .i ix xσ σ +≥

Пусть 1( ,..., )ny y=y  есть вектор ,x  упоря-
доченный по невозрастанию, тогда Fw  можно 
записать в виде 

( )
i 1

.
n

i iF w y
=

=∑w x

Для Fw  можно определить двойственный 
OWA-оператор F̂v  с вектором весов 

1( ,..., ),nv v=v  которые упорядочены по неубы-
ванию, те есть 1i n iv w − +=  ( 1, ).i n=  К основным 
алгебраическим свойствам OWA-оператора от-
носятся коммутативность, идемпотентность, 
монотонность. Однако данный оператор не яв-
ляется ассоциативным, а значит, к нему не при-
менимы процедуры декомпозиции.

Заметим, что OWA-оператор имеет две су-
щественные особенности. Во-первых, обоб-
щенная оценка, вычисленная на его основе, 
есть результат скалярного произведения век-
тора w  на вектор ,y  полученный из вектора 
x  упорядочением элементов по невозраста-
нию. Во-вторых, в отличие от взвешенных 
форм средних, весовые коэффициенты в дан-
ном случае не связаны с важностью отдель-
ных показателей и определяются на основе 
специальных процедур, обзор которых пред-
ставлен ниже. В некоторых случаях может 

быть получен вектор весов, также упорядо-
ченный определенным образом (по невозрас-
танию или по неубыванию). Учитывая, что и 
векторная оценка упорядоченная, получаем, 
что обобщенная оценка, как результат агре-
гирования, по сути, соответствует макси-
мальному или минимальному значению ска-
лярного произведения векторов w  и x  – в 
этом особенность OWA и принципиальное 
отличие от аддитивной взвешенной свертки.

Для специальных случаев весов OWA-опе-
ратор превращается в некоторые известные 
функции [26]: * (1,0,...,0)=w  соответствует 

*
1( , ) max{ ,..., };nF x x=w x  * (0,...,0,1)=w  –

* 1( , ) min{ ,..., };nF x x=w x  1 1,...,
n n∆

 =  
 

w  – 

1

1( , ) ;
n

i
i

F x
n =

= ∑


w x  
1 1

(0,... 0 ,1, 0 ,...,0)k kk k− +
=w  со-

ответствует порядковой k-статистике.
Для произвольного OWA-оператора спра-

ведливо неравенство 
{ } ( ) { }1 1min ,..., , max ,..., ,n nx x F x x≤ ≤w x

которое означает, что в общем случае он яв-
ляется оператором осреднения.

OWA-оператор описывает семейство опе-
раторов, которое включает такие хорошо из-
вестные операции, как min,  max,  медиана, 
среднее арифметическое и другие. 

1.2. Числовые характеристики
OWA-операторов

Отличительной особенностью OWA-опе-
раторов является наличие ряда числовых ха-
рактеристик, которые позволяют обеспечить 
целенаправленный подход к формированию 
стратегии и процедуры агрегирования [26–
28]. В [26] выделены следующие три страте-
гии: конъюнктивная, в соответствии с кото-
рой обобщенная оценка не может быть лучше 
самой плохой частной оценки; дизъюнктив-
ная, в соответствии с которой обобщенная 
оценка обусловлена наилучшей из частных 
оценок; компромиссная, согласно которой 
обобщенная оценка занимает промежуточ-
ное положение между частными оценками, 
участвующими в процессе агрегирования.

Конъюнктивная и дизъюнктивная страте-
гии формализуются соответственно опера-
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циями min  (связка и, конъюнкция) и max 
(связка или, дизъюнкция), компромиссная 
стратегия – операциями осреднения. По-
скольку в общем случае OWA-оператор реа-
лизует осреднение, то для оценки его дизъюн-
ктивных и конъюнктивных свойств исполь-
зуются следующие характеристики, введен-
ные в [26]:

( )
1 1

11
1 1

n n

i i
i i

n i iorness w w
n n= =

− − = = − − − 
∑ ∑w

и

( ) ( )
1

11 .
1

n

i
i

iandness orness w
n=

−
= − =

−∑w w

Из определения следует, что ( ) [0,1],orness ∈w  
при этом для max  ( ) 1,orness ∗ =w  для min  

( ) 0,orness ∗ =w  для среднего арифметического 
( ) 0.5.orness =



w  Для произвольного OWA- 
оператора введем следующее правило: если 

( ) 0.5,orness >w  то соответствующий опера-
тор будем называть квазидизъюнкцией; 
если ( ) 0.5andness >w  (а, следовательно, 

( ) 0.5orness <w ), то квазиконъюнкцией.
В [26] показано, что если Fw  является ква-

дизъюнкцией, то двойственный оператор F̂v – 
квазиконъюнкция и наоборот.

Перечислим другие числовые характери-
стики OWA-оператора, которые учитываются 
при построении процедур агрегирования и 
являются, по сути, некоторой обобщенной 
характеристикой вектора весов w:

– показатель компенсационных свойств 
[27]

( )
( )

[ ]
2

1

1
1 0,1 ;

1

n i

i

w ntradeoff n
n=

−
= − ⋅ ∈

−∑w  

– энтропия или нормированная энтропия 
(показывает, насколько равномерно учитыва-
ются оператором агрегируемые значения) [26]

( ) [ ]2log 0, ln ,i i
i

H w w n= − ∈∑w

( ) [ ]2
1 log 0,1

ln i i
i

H w w
n

= − ∈∑w ;

– обобщенная энтропия Реньи степени ,α  
где параметр 1α ≠  называется степенью эн-
тропии Реньи [29]

( ) ( )2
1

1 log ;
1

n

i
i

H w α
α α =

=
− ∑w

– вариабельность весов w [30]

( ) ( )2 2
2

1 1

1 1 1 ,
n n

i i
i i

D w w w
n n n= =

= − = −∑ ∑w

где 
1

1 1 ;
n

i
i

w w
n n=

= =∑
–  s-й момент вектора весов ,w  s∈  [26]

( )
1

1 .
n

s
s i

i
w

n
µ

=

= ∑w

С другой стороны, для определения неко-
торого усредненного значения веса могут ис-
пользоваться следующие формулы: 

( )1
1

1 n
s

i
s i

w
n

µ
=

= ∑w  и ( )
1

1 1 .
n

s
i in w

µ−
=

= ∑w

Поскольку считается, что оптимистиче-
ская позиция предполагает дизъюнктивное 
агрегирование, а пессимистическая – конъ-
юнктивное, то величиной ( )orness w  можно 
оценивать отношение к риску: чем ближе 

( )orness w  к 1, тем в большей степени позиция 
субъекта, участвующего в процессе агрегиро-
вания, является оптимистической, и тем в 
большей степени он склонен к риску. Нали-
чие компенсационных свойств (малые значе-
ния частных оценок по одним показателям 
компенсируются большими значениями оце-
нок по другим показателям) также можно 
оценить показателем ( ),orness w  поскольку 
max  соответствует случаю полной компенса-
ции (в этом случае ( ) 1orness ∗ =w ). Заметим, 
что перечисленные числовые характеристики 
зависят от количества n  частных оценок – 
аргументов OWA-оператора, поэтому с уве-
личением n  стратегия агрегирования, отно-
шение к риску, а также уровень компенсаци-
онных свойств могут меняться.

В отличии от показателя ,orness  который 
был рассмотрен выше, в [31] введено понятие 
его нечеткого варианта ,fuzorness  который 
определяется следующим образом:

( )
1, 1

max min , ,
1

i
fuz

ji n j

n iorness w
n= =

 −
=  − 

∑w

причем вместо max  и min  могут использо-
ваться другие операции типа сложения и ум-
ножения. 

В [31] отмечается, что введенный показа-
тель является более подходящим инструмен-
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том для моделирования поведения лица, при-
нимающего решения, поскольку представля-
ет некоторую дополнительную информацию. 
Пусть, например, заданы два вектора весов

( )1 0.25,0,0,0.75 ,=w

( )2 0.05,0.15,0.3,0.5 .=w
Легко вычислить, что 1( )orness =w  

2( ) 0.25,orness= =w  но

( )1 0.25,fuzorness =w  ( )2 0.33.fuzorness =w
В рассмотренном примере первый набор 

весов исключает второй и третий показатель, 
в то время как во втором наборе каждому по-
казателю назначается ненулевой вес. Очевид-
но, что уровень проявления компенсацион-
ных свойств во втором случае будет выше. 
Этот факт лучше позволяет выявить .fuzorness

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕДУР 
АГРЕГИРОВАНИЯ НА ОСНОВЕ 

OWA-ОПЕРАТОРОВ

Наличие целого спектра числовых харак-
теристик OWA-операторов позволяет осуще-
ствить моделирование процедуры агрегиро-
вания с учетом различных требований и же-
лательных свойств, при этом формирование 
подходящей модели сводится к определению 
вектора весов .w  В данном разделе рассма-
триваются различные подходы к формирова-
нию вектора весов для OWA-операторов.

В [26, 32] предложен подход, согласно кото-
рому вектор весовых коэффициентов опреде-
ляется на основе лингвистических кванторов, 
соответствующих принципу «нечеткого боль-
шинства» – таких как большинство, как можно 
больше, по крайней мере половина и т. д. Фор-
мально такие кванторы задаются с помощью 
функций квантификации : {0} [0,1]Q ∪ →  
или :[0,1] [0,1],Q →  которые можно рассма-
тривать как нечеткие подмножества соответ-
ствующих универсальных множеств, ставя-
щие каждому неотрицательному числу или 
доле степень, с которой это число соответ-
ствует данному лингвистическому квантору. 
В контексте агрегирования лингвистический 
квантор описывает приближенное количе-
ство частных оценок, которые будут учтены в 

обобщенной оценке. Как правило, подразу-
мевается, что функция квантификации, фор-
мализующая понятие «нечеткого большин-
ства», является непрерывной, неубывающей, 

(0) 0,Q =  и существует хотя бы одно значение 
,x∗  для которого ( ) 1.Q x∗ =

Если задана функция квантификации 
:[0,1] [0,1],Q →  то, согласно [32], весовые ко-

эффициенты определяются следующим об-
разом:

( )1
1 1, 2, .i

i iw Q w Q Q i n
n n n

−     = = − =     
     

Если функция квантификации задана на 
множестве {0},∪  то

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0, 1 2, .iw Q w Q i Q i i n= = = − − =

Заметим, что в обоих случаях условие нор-
мировки для весов выполняется автоматиче-
ски. Учитывая, что в правую часть получен-
ных выражений входит функция ,Q  будем 
считать ( )orness =w ( )orness Q=  равносильны-
ми обозначениями.

Величина orness вычисляется по формулам

( ) ( )
1

1

1

1 1
1

1
1

n

i

n

i

i iorness n i Q Q
n n n

iQ
n n

=

−

=

 −    = − − =    −     
 =  −  

∑

∑

w

или 

( ) ( )
1

0

.orness Q Q x dx= ∫
Имеет место следующее утверждение [32]: 

пусть 1 2, :[0,1] [0,1]Q Q →  – функции кванти-
фикации, такие что для любого [0,1]x∈  вы-
полняется неравенство 1 2( ) ( ),Q x Q x≤  тогда 

1 2( ) ( ).orness Q orness Q≤
Рассмотрим следующие функции кванти-

фикации:

( ) ( ]1

0, 0;
1, 0,1 ,

x
Q x

x
==  ∈

  ( ) ( ]2

1, 0;
0, 0,1 ,

x
Q x

x
==  ∈

( )
[ )

( ]

0, 0,0.5 ;
0.5, 0.5;
1, 0.5,1 .

x
Q x x

x

 ∈


= =
 ∈

Заметим, что на основе первых двух функ-
ций можно определить векторы ∗w  и ∗w  со-
ответственно, в третьем случае получим век-
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тор, который соответствует медиане 
(1) ( )( ) { ,..., }m nF Median x xσ σ=

w
x  с компонента-

ми [33]
10.5,

2

1 ;
2 2

0, .

m
i

ni n

n nw i i n

+ =

= = = +




åñëè ïðè íå÷åòíîì

èëè è ïðè ÷åòíîì

èíà÷å

За счет выбора функции квантификации 
,Q  генерирующей вектор весовых коэффици-

ентов, можно управлять отношением к риску, 
уровнем компенсационных свойств и други-
ми характеристиками OWA-операторов. Ис-
следование различных типов кванторов пред-
ставлено, например, в [26, 27, 32–34].

В качестве функции квантификации, фор-
мализующей кванторы большинство, много, 
как можно больше и т. п., используются сте-
пенные функции ( )Q x xαα =  ( 1),α >  при этом 

( ) 1
1

orness Qα α
=

+
 [35]. Тогда при 1,α =  полу-

чим вектор весов 1 1,..., ,
n n∆

 =  
 

w  а соответ-
ствующий OWA-оператор является средним 
арифметическим. При 2α =  получим, что ве-

совые коэффициенты имеют вид 2

2 1
i

iw
n
−

=  

( 1, ),i n=  а величина

( ) ( )2 2
11 1 0.67
3

andness Q orness Q= − = − ≈  

свидетельствует о том, что соответствующий 
OWA-оператор является квазиконъюнкцией. 
Можно сделать вывод, что с помощью функ-
ции квантификации Qα моделируются OWA- 
операторы, реализующие конъюнктивную 
стратегию.

Пусть функция квантификации Q  являет-
ся строго возрастающей и дифференцируемой 
(соответствующие лингвистические кванторы 
называются Regular Increasing Monotonic – 
RIM-кванторы), тогда, согласно [36], весовые 
коэффициенты можно найти по формуле

( )

( )
1

1
,

1

i
i n

j
j

Q y
w

Q y
=

′ −
=

′ −∑
где Q′  – производная функции квантифика-
ции ;Q  1( ,..., )ny y=y  – вектор, полученный 

из 1( ,..., )nx x=x  упорядочением элементов по 
невозрастанию. Как можно заметить, в этом 
случае наблюдается попытка сделать акцент и 
на значения аргументов, и на их порядок, по-
скольку формула содержит упорядоченные 
аргументы .iy  Таким образом, при агрегиро-
вании аргументы векторной оценки x  упоря-
дочены по невозрастанию, а в формулах для 

iw  используется их обратный порядок, по-
скольку, если 1 ... ,ny y≥ ≥  то 11 ... 1 .ny y− ≤ ≤ −  
Функция агрегирования в этом случае будет 
иметь следующий вид:

( ) ( )

( )1 1

1

1

1

n n
i

RIM i i in
i i

j
j

Q y
A w y y

Q y= =

=

′ −
= = ⋅ =

′ −
∑ ∑

∑
x

( )
( )

1

1

1 1
1

n

i in
i

j
j

Q y y
Q y =

=

′= − ⋅ =
′ −

∑
∑

( )

( )
1

1

1
.

1

n

i i
i

n

j
j

Q x x

Q x

=

=

′ − ⋅
=

′ −

∑

∑
В [37] для определения весов используют-

ся функция следующего вида:

( ),

0, 0 ,

, ,

1, ,

x
xQ x x

x

α β

α
α α β

β α
β

 ≤ <
 −= ≤ ≤ −
 >

åñëè

åñëè

åñëè

которая для заданных параметров , [0,1]α β ∈  
и α β<  также формализует квантор «нечет-
кого большинства», но на некотором проме-
жутке [ , ] [0,1].α β ⊂  В общем случае весовые 
коэффициенты определяются по следующим 
формулам:

( )

( )

( )

0, 1 ;

, 1;

1 , 1 ;

1 , 1;

0, 1 .

i

i n
i n n i n

n

w n i n
n

n i n i n
n

n i n

α
α α α

β α

α β
β α

β β β
β α

β

 ≤ ≤


− < ≤ + −

= + < < −
 + −

≤ < +
−

 + ≤ ≤

åñëè

åñëè

åñëè

åñëè

åñëè
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OWA-оператор , ,Aα β  ассоциированный с 
данным набором весов, называется 
EVROWA-оператором (OWA based on Extreme 
Values Reductions). 

Анализируя формулу для ,iw  можно сде-
лать вывод, что EVROWA-оператор будет иг-
норировать первые nα  и последние 

( )1n nβ− +  значений, а, следовательно, в 
обобщенной оценке не учитываются макси-
мальные и минимальные значения аргумен-
тов, а внимание акцентируется лишь на тех 
частных оценках, которые соответствуют 
средним значениям.

Здесь также возможны случаи, когда 0α =  
или 1.β =

Заметим, что вместо линейной функции 
на [ , ]α β  может использоваться подходящая 
нелинейная функция, но в любом случае, по-
лучим, что при любом i nα≤  и любом 

1i nβ≥ +  0.iw =
В качестве нелинейных функций кванти-

фикации для EVR-OWA-операторов можно 
использовать, например, следующую функ-
цию:

( ) ( ), sin 2 ,Q x x xα α π π∗ = + ⋅ −

где 10, ,
2

α
π

 ∈ 
 

 [ ]0,1 .x∈

В этом случае не будут учитываться мак-
симальные значения аргументов, при этом 
параметр α  регулирует количество таких 
оценок.

В [37] показано, что всегда 
,( ) 0.5.orness Aα β =

Задача моделирования процедур агреги-
рования с использованием OWA-операторов, 
по сути, сводится к определению вектора ве-
сов ,w  который оптимизирует значения вы-
бранных числовых характеристик, например, 
при фиксированной стратегии агрегирова-
ния или постулировании каких-либо других 
свойств процедуры агрегирования. 

Рассмотрим OWA-операторы со следую-
щими векторами весов: 1 (0,0,1,0,0)=w  и 

2 (0.2,0.2,0.2,0.2,0.2).=w  Вычислим

( ) ( )1 2 0.5,orness orness= =w w

( ) ( )1 20, 1.H H= =w w

Заметим, что при одинаковых значениях 
характеристики orness  в первом случае при 
агрегировании будет учитываться значение 
только третьего аргумента, а во втором слу-
чае в равной мере будут приняты во внима-
ние все аргументы векторной оценки. Поэто-
му возникает задача нахождения такого век-
тора весов, который при фиксированном зна-
чении orness  оптимизирует, например, эн-
тропийные или другие характеристики 
OWA-оператора. В некоторых случаях это 
можно сделать за счет настройки параметров. 
Например, известно, что для EVROWA-опе-
раторов величина orness  всегда равна 0.5, но, 
варьируя значениями параметров α  и β  
можно достичь желаемого значения энтро-
пии [37]. Так, если в качестве функции кван-
тификации взять 

( )
( )

( )

1

, 1

0.5 1 1 2 , 0 0.5;

0.5 1 1 2 , 0.5 1,

x x
Q x

x x

α

α

α

∗

  − − ≤ <   = 
  + − ≤ ≤   

åñëè

åñëè

где 1,α >  то с увеличением α  энтропия 
уменьшается (например, если 100,n =  то при 

1α =  энтропия равна 4.605, а при 10α =  эн-
тропия равна 2.4379). 

В некоторых случаях вектор весов находит-
ся как решение уравнения или системы урав-
нений. Так, в [31] предложен метод нахожде-
ния вектора весов ,w  для которого задана ве-
личина ( ) .fuzorness α=w  Доказано утвержде-
ние, согласно которому, для каждого OWA-о-
ператора с вектором весов 1( ,..., )nw w=w  су-
ществует целое число {1,..., 1},m n∈ −  такое что

( ) ( )
1

1
max , ,

1

m
fuz

j
j

n m
orness w

n =

 − +
=  − 

∑w

при этом ,m  возможно, не единственное. Тог-
да предположив, что 

1
,

m

j
j

w α
=

=∑  можно опре-

делить количество ненулевых весов 
( )1 ,m n nα= − −    где ⋅    обозначает 

floor-функцию. Для нахождения вектора ве-
сов составляется специальная система огра-
ничений с учетом перехода от OWA-операто-
ра с m  ненулевыми весами к эквивалентному 
OWA-оператору [38], для которого веса опре-
деляются правилом
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( ) ( )1 11 , 1 0,
0, .k

w k d w k d
w

− − − − >= 


åñëè

èíà÷å

Для нахождения k  ненулевых весов реша-
ется следующая система:

( )
( )

2 1

1

1

1

1 ,
0.5 1 1,

1 0,
0.

w w d
kw k k d

w k d
w kd

α= − = −
 − − =


− − >
 − ≤

В [37] приведен следующий пример. Пусть 
10n =  и ( ) 0.75.fuzorness =w  Сначала опреде-

ляется число 3,m =  которое означает, что 
1 2 3 1.w w w+ + =  Затем составляется система 

приведенного выше вида для нахождения k  
ненулевых весов. Решая ее, получим 6,k =  

1
11 ,
36

w =  1 .
18

d =  На основе найденных значе-

ний определяется вектор весов
11 9 7 5 3 1, , , , , ,0,0,0,0 .
36 36 36 36 36 36

 
 
 

w =

В [27] показано, что в качестве вектора ве-
сов ,w  обеспечивающего максимальную эн-
тропию ( )H w  при заданном значении 

( )orness ρ=w  можно использовать вектор
0 1 1

, ,..., ,
nt t t

s s s

− 
 
 

где 
1

0
,

n
i

i
s t

−

=

=∑  .t R+∈

OWA-операторы с максимальным зна-
чением энтропии образуют семейство 
MEOWA-операторов (Maximum Entropy OWA 
operators) [27].

Пусть 3,n =  тогда вектор весов будет 
иметь вид

( )
2

1 2 3 2 2 2

1, , , , .
1 1 1

t tw w w
t t t t t t

 
= =  + + + + + + 

w

Зададим значение ( ) ,orness ρ=w  тогда 
( ) 1 .andness ρ= −w  Составим уравнение 

2

2 2 2

1 10 1 2 1 ,
2 1 1 1

t t
t t t t t t

ρ
 

⋅ + ⋅ + ⋅ = − + + + + + + 
которое равносильно уравнению 

( ) 2 11 0.
2

t tρ ρ ρ − + − + = 
 

Можно показать, что оно всегда имеет два 
корня разных знаков

( )

( )

2

1,2

1 1 4 1
2 2 .

2 1
t

ρ ρ ρ ρ

ρ

   − − ± − − −   
   =

−
Положительный корень дает значение ,t  и 

на его основе можно найти все веса ,iw  при-
чем найденный вектор весов будет иметь 
максимальную энтропию на множестве все-
возможных наборов весовых коэффициен-
тов. Например, задав 0.8,ρ =  получим 
1 1.386,t = −  2 2.886,t =  тогда вектор весов 
имеет вид (0.083,0.236,0.681),=w  при этом 
значение энтропии равно 0.7345.

В [35] предложен следующий подход для 
определения весов на основе некоторого из-
начально заданного значения параметра 

[0,1]:α ∈
( )

( ) ( )

1 2

2 1
1

, 1 ,
...,

1 , 1 .n n
n n

w w

w w

α α α

α α α− −
−

= = −

= − = −
Легко видеть, что данное множество весов 

можно задать рекурсивно в виде
[ ]
( ) ( )
( )

1

1 1

1 1 1

0,1 ,

1 2, 1 ,

1 / .
i i

n n

w

w w w i n

w w w w

α

−

−

= ∈

= − = −

= −
OWA-операторы, для которых весовые ко-

эффициенты определяются описанным выше 
способом, называются экспоненциальными. 
Для них

( )( ) ( )( )
( )( )( )( )

1

1

1

1 1 ,

n n

n
n

norness orness
n

orness w
n

+

+

−
= +

+ − +

w w

w

где ( ) ,nw  ( 1)n+w  – векторы весов с n  и 1n +  
компонентами соответственно. 

Заметим, что при увеличении n  величина 
orness возрастает. Экспоненциальные OWA- 
операторы, для которых ( ) ,orness α>w  на-
зывают оптимистическими. Если же выпол-
няется соотношение ( ) ,orness α<w  то такие 
операторы называют пессимистическими. 

В [28] рассмотрен ряд примеров, иллю-
стрирующих построение экспоненциальных 
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OWA-операторов. Так при 5n =  и 
( ) 0.6orness =w  на основе представленной 

выше функциональной зависимости найдено 
значение 0.8.α =  Подставляя это значение в 
формулы для весовых коэффициентов, полу-
чим вектор весов (0.41, 0.1, 0.13, 0.2, 0.16)=w  
c ( ) 0.5704.orness =w

Наибольшее распространение получили 
подходы, когда вектор весов определяется на 
основе решения оптимизационных задач. 
Рассмотрим задачу нахождения вектора весо-
вых коэффициентов w  при заданном уровне 
компенсации ( ) [0,1].orness W ρ= ∈  Ограни-
чения соответствующей задачи в общем слу-
чае будут иметь следующий вид:

( )

[ ] ( )
1

1

1 ,
1

1, 0,1 1, .

n

i
i

n

i i
i

n i w
n

w w i n

ρ
=

=

 − ⋅ = −

 = ∈ =


∑

∑
Можно рассматривать несколько типов 

целевых функций, которые реализуют опре-
деленные принципы.

Принцип максимальной энтропии порож-
дает семейство операторов MEOWA при ис-
пользовании в качестве целевой следующих 
функций:

1) 2
1

( ) log max
n

i i
i

H w w
=

= − →∑w  

(максимизация энтропии Шеннона [39]);

2) 

1
1

2
1

( ) maxlog
n

i
i

H w
α

α
α

−

=

 = → 
 
∑w  

(максимизация энтропии Реньи [40]);

3) 
2

2

1

1 1( ) min
n

i
i

D w
n n=

 = − → 
 

∑w

(минимизация суммарного отклонения весов 

iw  от их среднего значения 1
n

 [30]).

Принцип моментов, согласно которому 
можно пренебречь одними оценками, что-
бы подчеркнуть другие при заданном уровне 
компенсации, предполагает решение задачи с 
целевой функцией вида

( )
1

min,
n

s
s i

i
wµ

=

= →∑w

минимизирующей суммарные моменты s-го 
порядка вектора весов ,W  .s∈  В данной за-

даче также могут использоваться моменты 
дробной или отрицательной степени.

Рассмотрим подробнее задачу с целевой 
функцией в форме ( )Hα w  [40]. 

При 2n =  получим ,1 .( )ρ ρ−=w  Если 
{0,1},ρ ∈  то (0, ,1)∗ = w  или (1, ,0)∗ = w  со-

ответственно для любого n  со значением эн-
тропии, равным 0 для любого α ∈  и 0.α ≠

Без потери общности можно считать, что 
[0,0.5],ρ ∈  так как если вектор w  является 

решением задачи для некоторого значения 
[0,0.5],ρ ∈  то вектор v  с обратным порядков 

весов является оптимальным для 
( ) 1 ,orness W ρ= −  так как энтропия ( )Hα w  

симметрична относительно вектора весов. 
При 1α =  задача сводится к решению 

уравнения 
( )( )

( )( ) ( )( )( )
1 1

1
1

1 1

1 1 1

n

n

w n n w

n n n w

ρ

ρ ρ
−

− ⋅ + − ⋅ =

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

относительно 1,w  на основе которого опреде-
ляются все остальные веса

( )( )
( )

1

1

1 1
,

1 1n

n n w
w

n n w
ρ
ρ

− − ⋅ +
=

− ⋅ + − ⋅

( )11
1 2, 1 .n j jn

j nw w w j n− −−= ⋅ = −

В общем случае задача преобразуется к 
виду со стандартными ограничениями и це-
левой функцией 

1
min .

n

i
i

wα

=

→∑  Для ее реше-

ния используется метод множителей Лагран-
жа и условия оптимальности Куна-Таккера, 
что позволяет получить весовые коэффици-
енты в аналитическом виде. Функция Лагран-
жа имеет вид

( ) ( ) 1
1 1

2
1 1

, ,
1

1 ,

n n

i i
i i

n n

i i i
i i

n iL w w
n

w w

α λ ρ

λ µ

= =

= =

− = + ⋅ − + − 
 + ⋅ − − 
 

∑ ∑

∑ ∑

λ µw

где векторы 1 2( , )λ λ=λ  и 1( , , )nµ µ= µ  та-
кие, что 0iµ ≥  ( 0),i iwµ ⋅ =  1, .i n=

Если 3,n ≥  то веса определяются по фор-
муле

( )
1

1

1 2
1 1, ,

1i
n iw i n
n

α
λ λ

α

−

+

 −  = − + =  −  
где ( )+⋅  – положительный корень. 
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Обозначим 1 2 ,
1i

n i
n

ϕ λ λ−
= +

−
 тогда в [35] 

рассматриваются следующие случаи:
a) { }iϕ  – последовательность при 1 0,λ =  

2 0,λ <  тогда 1 ;iw
n

=

b) { }iϕ  – монотонно возрастающая после-
довательность при 1 0,λ >  2 0,λ <  тогда 

10 ...w= = 1 ... ;k k nw w w−= < < <
c) { }iϕ  – монотонно возрастающая после-

довательность при 1 0,λ <  2 1,λ λ< −  тогда 
1 1... ... 0.k k nw w w w+> > > = = =

В ряде работ для порождения вектора ве-
сов предлагается использовать известные по-
следовательности, причем оказывается, что 
они оптимизируют некоторые числовые ха-
рактеристики.

Проблемы, связанные с энтропией, рас-
сматриваются в работах, связанных с оценкой 
вероятностных распределений в условиях не-
определенности. В тех случаях, когда вектор 
весов можно интерпретировать как вектор 
априорного распределения вероятностей, и о 
них не известно ничего, кроме приоритетов 
в форме отношения порядка, можно исполь-
зовать последовательности Фишберна [41], 
при этом необходимо определиться с типом 
отношения порядка. В [41, 42] представлены 
следующие способы нахождения весов при 
различных гипотезах об их порядке относи-
тельно друг друга:

a) если 1 2 ... ,nw w w≥ ≥ ≥  то
( )
( ) ( )2 1

1,
1i

n i
w i n

n n
− +

= =
+

 

(арифметическая прогрессия Фишберна);

b) если ( )
1

1, 1 ,
n

i j
j i

w w i n
= +

≥ = −∑  то

( )2 1,
2 1

n i

i nw i n
−

= =
−

(геометрическая прогрессия Фишберна).
Если в гипотезах порядок меняется на 

противоположный, то формулы корректиру-
ются следующим образом:

( )
2

1i
iw

n n
=

+
 и 

12 .
2 1

i

i nw
−

=
−

Очевидно, что веса, найденные по приве-
денным выше формулам, удовлетворяют ус-

ловию нормировки и принадлежат проме-
жутку [0,1].  Отмечается, что арифметическая 
прогрессия Фишберна обеспечивается боль-
шее значение энтропии, чем геометрическая. 

В [41] предложен метод построения  упо-
рядоченной последовательности весов на ос-
нове некоторой другой монотонной последо-
вательности неотрицательных чисел 1,..., ,na a  
которая называется производящей. Согласно 
[42], последовательность с элементами

( )
1

1, ,i
i n

j
j

aw i n
a

=

= =

∑
называемая последовательностью Фишберна, 
определяет вектор весовых коэффициентов. 
В качестве производящей последовательно-
сти можно использовать некоторую прогрес-
сию натуральных чисел, числа Фибоначчи, 
числа Мерсенна и другие. Поскольку при ис-
пользовании OWA-операторов компоненты 
векторной оценки упорядочиваются по не-
возрастанию или по неубыванию, то в каче-
стве производящей последовательности мож-
но взять вектор 1( ,..., ),ny y=y  который пред-
ставляет собой упорядоченную векторную 
оценку .x  В [35] отмечается, что такой подход 
обеспечивает нахождение вектора весов с 
максимальным значением энтропии. 

В [21, 33] предложено несколько подходов 
для нахождения весов, зависящих от некото-
рого параметра 0,α >  с учетом значений ар-
гументов:

a) ( )
1

1, ;i
i n

j
j

yw i n
y

α

α

=

= =

∑

b) ( )
1

1

1, ;
1

i
i

n

j j

y
w i n

y

α

α

=

 
 
 = =
 
  
 

∑

c) ( )

( )
( )

1

1
1, .

1

i
i n

j
j

y
w i n

y

α

α

=

−
= =

−∑
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3. СВЯЗЬ OWA-ОПЕРАТОРОВ 
С НЕЧЕТКИМИ МЕРАМИ

Хотя семейство средних отличается про-
стотой вычислений и высоким уровнем ин-
терпретируемости относительно различных 
свойств, принадлежащие ему функции агре-
гирования не позволяют адекватно модели-
ровать взаимодействие между аргументами 
(показателями, критериями). Для преодоле-
ния данного недостатка было предложено 
обобщение аддитивных мер – нечеткие меры.

Пусть {1,..., }X N=  – конечное множество, 
( )Xβ  – его булеан, включающий 2N  подмно-

жеств. Нечеткой дискретной мерой на X  на-
зывается функция множества : ( ) [0,1]Xµ β →  
со следующими свойствами [42]: i) ( ) 0,µ ∅ =  

( ) 1;Xµ =  ii) если ,A B⊂  то ( ) ( )A Bµ µ≤  для 
, ( ).A B Xβ∈

Мера µ  называется симметричной, если 
для любых , ( ),A B Xβ∈  таких что ,A B=  
имеем ( ) ( ).A Bµ µ=

Примером нечеткой меры является неад-
дитивная мера Сугено λµ  или λ-мера, кото-
рая строится по следующему правилу: пусть 

, ( )A B Xβ∈  и ,A B∩ =∅  тогда

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,A B A B A Bλ λ λ λ λµ µ µ λµ µ∪ = + +
где 1λ > −  вычисляется из уравнения

( )( )
1

1 1 .
n

i
i

Aλ λµ
=

+ = +∏
Пусть µ  – нечеткая мера, 1{ ,..., }nC c c=  – 

множество показателей (или множество 
источников информации), по которым полу-
чены оценки 1,..., .nx x

Согласно [42], дискретный интеграл Суге-
но для вектора 1( ,..., )nx x=x  по мере µ  опре-
деляется формулой

( ) ( ) ( )( ){ }
1,

max min , ,i ii n
Sugeno x Cµ σ σµ

=
=x

где σ  – перестановка значений 1,..., nx x  та-
кая, что (1) ( )... nx xσ σ≤ ≤  и ( ) ( ) ( ){ ,..., }.i i nC c cσ σ σ=

На основе интеграла Сугено получаются 
операторы [14]

( ) { }OWMAX max min , ,i ii
w x=w x

( ) { }OWMIN min max , ,i ii
w x′ ′=w x

где , , [0,1],i i ix w w′∈  11 ... nw w= ≥ ≥  и 
1 ... 0.nw w′ ′≥ ≥ =

Заметим, что в приведенных определени-
ях вместо max  и min  можно использовать 
треугольные нормы T  и конормы S  [13].

Дискретный интеграл Шоке для вектора 
1( ,..., )nx x=x  по мере µ  определяется следу-

ющим образом [23, 44]:

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
1

,..., ,
n

n i i i
i

Choq x x x x Cµ σ σ σµ−
=

= − ⋅∑
где σ  – перестановка значений 1,..., nx x  та-
кая, что (1) ( )... ,nx xσ σ≤ ≤  (0) 0,xσ =  и 

( ) ( ) ( ){ ,..., }.i i nC c cσ σ σ=
Для интеграла Шоке используется эквива-

лентное представление 
( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
1

1
1

,...,

,

n

n

i i i
i

Choq x x

x C C

µ

σ σ σµ µ +
=

=

= ⋅ −∑
где ( 1)nCσ + = ∅  (в этом (1) ( )... nx xσ σ≥ ≥ ).

Заметим, что нечеткие интегралы Суге-
но и Шоке отображают вектор в скалярную 
величину, поэтому могут рассматриваться 
как операторы агрегирования. В отличии от 
аддитивных функций агрегирования они по-
зволяют учитывать взаимодействие аргумен-
тов. В [28, 45–47] представлены примеры их 
использования. Они являются монотонными, 
непрерывными, идемпотентными оператора-
ми с компенсационными свойствами.

В [23, 44] отмечается, что OWA-оператор 
является частным случаем интеграла Шоке: 
пусть µ  – мера, Fw  – OWA-оператор, ассоци-
ированный с вектором весов 1( ,..., ),nw w=w  
тогда Fw  есть интеграл Шоке по мере µ  тогда 
и только тогда, когда µ  симметрична и 

1( ) ( ),i i iw C Cµ µ −= −  где ( ),iC Xβ∈  причем 
,iC i=  0 .C =∅  В [44] отмечается, что в этом 

случае нечеткая мера µ  задается в виде

( )
1

i

i j
j

C wµ
=

=∑
для любого множества iC  мощности .iC i=

В [31] получена интерпретация показате-
лей orness  и fuzorness  с помощью интеграль-
ных представлений: пусть 1( ,..., )nw w=w  – 
вектор весов некоторого OWA-оператора; 

: ( ) [0,1]Xµ β →  – аддитивная нечеткая мера, 
генерируемая весами по правилу ({ }) ;ii wµ =  
функция : [0,1]g →  определяется следую-
щим образом: ( )

1
n ig i
n
−

=
−

 ( 1, ),i n=  тогда 
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( ) ( ) ,Choq ornessµ =g w

( ) ( ).fuzSugeno ornessµ =g w
В [14] предлагаются оригинальные опера-

ции порядкового агрегирования, основанные 
на мерах. Для любой функции агрегирования 
A  существует взвешенная функция агрегиро-
вания ,Aw  ассоциированная с вектором весов 
w  и определяемая следующим образом:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
1

,..., ,
n

i i i
i

A i w w A x xσ σ σ σ+
=

= ⋅ − ⋅∑w x

где (1) ( )... nw wσ σ≥ ≥  и 1 0.nw + =
Заметим, что 

( ) ( )( )1
1 1

1.
n n

ii i
i i

i w w wσ σ +
= =

⋅ − = =∑ ∑
Полагая maxA =  или min,A =  получим 

взвешенные формы этих операторов

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1
1

1

max

max ,..., ,

n

i i
i

i

i w w

x x

σ σ

σ σ

+
=

= ⋅ − ×

×

∑w x

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1
1

1

min

min ,..., .

n

i i
i

i

i w w

x x

σ σ

σ σ

+
=

= ⋅ − ×

×

∑w x

4. ОБОБЩЕНИЯ И МОДИФИКАЦИИ 
OWA-ОПЕРАТОРОВ

Порождение новых семейств OWA-опера-
торов обусловлено различными факторами, 
среди которых отметим следующие:

– ориентация на обработку определенно-
го типа информации (например, лингвисти-
ческой [12]), в условиях, когда значения аргу-
ментов не известны, но задано вероятностное 
распределение их значений [48]; при наличии 
специальных ограничений на агрегирование 
[20, 49]); 

– комбинирование с известными метода-
ми обработки информации (например, в ме-
тодах принятия решений [14, 45, 46, 50]; при 
агрегировании если-то правил в нечетких си-
стемах [51]);

– при использовании специальных функ-
ций трансформации, порождающих новые 
функции агрегирования на основе выбран-
ных базовых функций, обладающих рядом 

важных для организации процедуры агреги-
рования свойств [3, 5, 14].

Рассмотрим некоторые распространен-
ные семейства OWA-операторов.

4.1. Лингвистический OWA-оператор

Специальные типы OWA-операторов по-
являются в различных приложениях, ори-
ентированных на обработку информации 
специального вида. В [12] введен лингвисти-
ческий OWA-оператор. В этом случае предпо-
лагается, что частные оценки формируются в 
заранее определенной лингвистической шка-
ле. Например, такая шкала может иметь сле-
дующий вид:

{ }0 1 2 3 4 5 6 = , , , , , , ,S S S S S S S S
где 0S  – None ( )N  – несущественный, 1S  – 
Very Low ( )VL  – очень низкий; 2S  – Low ( )L  – 
низкий; 3S  – Medium ( )M  – средний; 4S  – High 
( )H  – высокий; 5S  – Very High ( )VH  – очень 
высокий; 6S  – Perfect ( )P  – значительный. 
С учетом введенных обозначений лингвисти-
ческая шкала примет вид

{ },  ,  ,  ,  ,  ,  .S N VL L M H VH P=
Пусть 1( ,..., )na a=a  – векторная оценка, 

ia S∈  ( 1, ).i n=  Лингвистический OWA-опера-
тор (LOWA-оператор), ассоциированный с 
вектором весов 1( ,..., ),nw w=w  где [0,1]iw ∈  и 

1
1

1,
n

i
w

=

=∑  определяется правилом 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1 1

1
1

, , 1,

1 , , 2, ,

n
k k

n
k k

C w b k n w b

w C b k n

Φ

λ−

= = = ⊗ ⊕

⊕ − ⊗ =

w a

где 1( ,..., )nb b=b  – вектор, полученный из 
векторной оценки a  упорядочением по не-
возрастанию лингвистических термов; 

2

k
k n

m
m

w

w
λ

=

=

∑
 ( 2, )k n=  – нормированный век-

тор весов, полученный после удаления макси-
мального веса 1,w  

2
1;

n

m
m

λ
=

=∑  1,n nC C −  – выпу-

клые комбинации ( 1)n n −  термов соответ-
ственно.

Для двух термов выпуклая комбинация 
определяется правилом

( ) ( ){ }2
1 1 2 2 1 1 2 2, , , ,kC w b w b w b w b S= ⊗ ⊕ ⊗ =
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где 1 jb S=  и 2 ib S=  ( );j i≥  1min{ , ( ( ))};k T i round w j i= + ⋅ − 
1min{ , ( ( ))};k T i round w j i= + ⋅ −  операция round соответ-

ствует округлению, T  – индекс последнего 
терма в выбранной лингвистической шкале.

Для LOWA-оператора вектор весов W  
формируется также, как и для OWA.

Рассмотрим пример. Предположим, что, 
оценивая некоторый объект по четырем по-
казателям, эксперт сформировал векторную 
оценку ( , , , ),VL VH VH M=a  т. е. по первому 
показателю оценка очень низкая, а по второму 
и третьему – очень высокая, а по четвертому – 
средняя. Требуется построить некоторую 
усредненную оценку в шкале .S

На основе квантора большинство, задава-
емого функцией квантификации 2( ) ,Q x x=  

найдем вектор весов 1 3 5 7, , , .
16 16 16 16
 =  
 

w  

В соответствии с определением LOWA, опре-
делим ( , , , ),VH VH M VL=b  упорядочивая 
вектор a  по невозрастанию с учетом интер-
претации термов.

На основе определения LOWA получим
( )

4

3

1 3 5 7, , , , , , ,
16 16 16 16

1 15
16 16

3 5 7, , , , , .
15 15 15

A

C VH VH M VL

VH

C VH M VL

Φ =

         =        
        

= ⊗ ⊕ ⊕

      ⊗       
      

w

Здесь веса в 3C  получены путем нормиро-
вания, т. е. делением каждого весового коэф-
фициента на 15 .

16
 Аналогично поступаем и в 

других случаях.
Теперь распишем 3.C

3

2

3 5 7, , , , ,
15 15 15

3 12 5 7, , , .
15 15 12 12

C VH M VL

VH C M VL

       =      
      

    = ⊗ ⊕ ⊗     
    

Найдем 
2 5 7, , ,

12 12
5 7 .

12 12 k

C M VL

M VL S

     =    
    

= ⊗ ⊕ ⊗ =

Для нахождения
( ){ }1min , (k T i round w j i= + ⋅ −

определим 3,j =  так как 3;M S=  1,i =  так 
как 1.VL S=  В качестве round  будем рассма-
тривать обычное округление. Тогда

( )

{ }

5min 7,1 3 1
12

min 7,2 2.

k round  = + ⋅ − =  
  

= =
Таким образом, 

2
2

5 7, , , .
12 12

C M VL S L     = =    
    

Найденное значение 2C  подставим в 3C  и 
получим

{ }3
3

3 12... ,
15 15

C VH L S M= ⊗ ⊕ ⊗ = =

так как 5,j =  2i =  и

( )

{ }

3min 7,2 5 2
15

min 7,3 3.

k round  = + ⋅ − =  
  

= =
Теперь найденное значение 3C  подставим 

в 4.C  Определив 5,j =  3i =  и

( )

{ }

1min 7,3 5 3
16

min 7,3 3,

k round  = + ⋅ − =  
  

= =

 

получим, что

( ) 3
1 15 .

16 16W A VH M S MΦ = ⊗ ⊕ ⊗ = =

Таким образом, обобщенная лингвистиче-
ская оценка объекта – средняя в соответствии 
с интерпретацией терма .M  Данная оценка яв-
ляется более или менее разумной, поскольку 
векторная оценка ( , , , )B VH VH M VL=  содер-
жит частную оценку VL  (очень низкая), а век-
тор весов определяет конъюнктивную страте-
гию агрегирования ( ( ) 0.29).orness ≈w

4.2. Операторы агрегирования частных 
оценок, сформированных в шкале Саати

Одним из распространенных методов 
ранжирования объектов заданного множе-
ства на основе экспертной информации явля-
ется иерархический процесс Саати [6]. Пусть 
имеется матрица отношения предпочтения 
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( )ij n nA a ×=  с элементами 1 ,...,9
9ija  ∈ 

 
 из 

шкалы Саати. В [51] предложена функция 
трансформации ,f  осуществляющая переход 
от матрицы A  к матрице ( )ij n nP p ×=  с эле-
ментами 9( ) 0.5 (1 log ),ij ij ijp f a a= = ⋅ +  что по-
зволяет интерпретировать матрицу P  как 
матрицу нечеткого отношения предпочтения 
и применять операторы агрегирования не-
четкой информации. Метод обработки ма-
трицы парных сравнений предполагает агре-
гирование векторных оценок на различных 
этапах процедуры. 

Пусть 1( ,..., )nu u=u  – последовательность, 
задающая порядок агрегирования частных 
оценок ,ix  представленных в шкале отноше-
ний, 1( ,..., )nx x=x  – вектор частных оценок. 
Каждое значение ix  преобразуется в 

9
1( ) (1 log )
2i i ip f x x= = +  c помощью функции 

трансформации .f  Рассмотрим агрегирова-
ние полученных оценок с помощью OWA- 
оператора

( )( ) 9 ( )
1 1

1 1 log
2

n n

i i i i
i i

w p w xσ σ
= =

= + =∑ ∑

9 ( )
1 1

1 log
2

n n

i i i
i i

w w xσ
= =

 = + = 
 
∑ ∑

( )9 ( )
1

1 1 log
2

i
n w

i
i

xσ
=

 = + = 
 

∑

( )9 ( )
1

1 1 log .
2

i
n w

i
i

xσ
=

 
= + 

 
∏

На основе данного выражения в [51] вве-
дено следующее определение: n-местным 
IOWG-оператором (Induced Ordered Weighted 
Geometric Operators), агрегирующим после-
довательность аргументов 1 1{( , ),..., ( , )}n nu x u x  
с вектором весов ,w  удовлетворяющих усло-
виям ( [0,1]),ii w∀ ∈  

1
1,

n

i
i

w
=

=∑  называется ото-

бражение IOWG : ( ) ,nR R R× →  такое, что 

( ) ( )( ) ( )1 1 ( )
1

IOWG , ,..., , ,
iwn

n n i
i

u x u x xσ
=

=∏
где :{1,..., } {1,..., }n nσ →  перестановка, такая 
что ( ) ( 1)i iu uσ σ +≥  ( 1, 1).i n= −

Аналогично определяется n-местный 
IOWA-оператор

( ) ( )( )1 1 ( )
1

IOWA , ,..., , .
n

n n i i
i

u x u x w xσ
=

=∑
Заметим, что при использовании OWA-о-

ператора перегруппировка аргументов осу-
ществляется непосредственно на основе ве-
личин этих аргументов. В IOWA-операторах 
(также, как в IOWG) порядок агрегируемых 
компонент задается последовательностью 
значений 1,..., .nu u  Фактически аргументами 
таких операторов является множество пар, в 
которых первые элементы определяют поря-
док агрегирования вторых элементов. Вектор 
x упорядочивается в соответствии с невоз-

растанием вектора 1( ,..., ).nu u=u  Таким обра-
зом, данное семейство операторов – IOWA и 
IOWG – позволяет устранить один из основ-
ных недостатков порядкового взвешенного 
агрегирования – игнорирование важности 
аргументов. IOWA и IOWG обладают свой-
ствами коммутативности и идемпотентности 
по второму аргументу.

4.3. Многомерные операторы агрегирования 

Будем говорить [52, 53], что 
[ ] [ ]EOWA : 0,1 0,1n

n N∈

→


 есть расширенный 

OWA-оператор (Extended OWA) или муль-
тиOWA-оператор, если для всех 1n ≥  суще-
ствует n-мерный набор весов ( )

1( ,..., )n n n
nw w=w  

такой, что

( ) ( ) ( )
1

EOWA ,n

n
n
i i

i
w xσ

=

=∑w
x

где :{1,..., } {1,..., }n nσ →  – перестановка, та-
кая что ( ) ( 1) .i ix xσ σ +≥

EOWA-оператор – идемпотентный, ком-
мутативный и монотонный. Он может быть 
представлен с помощью весового треуголь-
ника, каждая строка которого представляет 
собой набор весов для конкретного значения 

,n  причем для любого n  выполняется усло-
вие нормировки 

1
1.

n
n
i

i
w

=

=∑
1

2
1w    2

2w
3
1w      3

2w      3
3w

4
1w      4

2w      4
3w     4

4w
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Как и в случае OWA-оператора, для гене-
рации весов может быть использована функ-
ция квантификации Q  [54]

11 , 1, ,n
i

i in w Q Q i n
n n

 −    ∀ ≥ = − =        
причем 

1 1

1 ,
k k

n
i

i i

i i kw Q Q Q
n n n= =

 −      = − =            
∑ ∑

тогда [0,1]n
iw ∈  и

( ) ( )
1 1

1

1 0 1.

n n
n
i

i i

i iw Q Q
n n

Q Q
= =

 −    = − =        
= − =

∑ ∑

Рассмотрим пример. Пусть функция 
2( )Q x x=  задает квантор большинство, тогда 

веса мультиOWA-оператора задаются фор-
мулой 2

2 1,n
i

iw
n
−

=  а весовой треугольник бу-

дет иметь вид
1

1
4       3

4
1

9        3
9        5

9
1
16      3

16      5
16      7

16
Пусть :[0,1] [0,1]Q →  – функция кванти-

фикации и { }n
jw  – весовой треугольник, по-

строенный на ее основе. Он будет симметрич-
ным тогда и только тогда, когда на множестве 
[0,1]  функция Q  удовлетворяет условию 

(1 ) 1 ( )Q x Q x− = −  для любого [0,1].x∈
Весовой треугольник называется правиль-

ным, если 
1

1 1

1 1 1
1, .

p p p
n n n
i i i

i i i
p n w w w

+
+ +

= = =

 
∀ = ≤ ≤ 

 
∑ ∑ ∑

Пусть задана последовательность неотри-
цательных чисел 1,..., ,...nλ λ . На основе дан-
ной последовательности можно построить 
весовой треугольник для любого 1n ≥  по 
формулам

1

.jn
j n

i
i

w
λ

λ
=

=

∑
Показано, что он является правильным 

тогда и только тогда, когда последователь-

ность 1 ,n

n

S
S
+ 

 
 

 где 
1

,
n

n i
i

S λ
=

=∑  является невоз-

растающей. Например, на основе последова-
тельности Фибоначчи можно построить ве-
совой треугольник вида

1
1 2 1 2

1 4 1 4 2 4
1 7 1 7 2 7 3 7

…
Нетрудно показать, что выполняется не-

равенство 2
3 1 2( 1)( 1) ( 1) ,n n nλ λ λ+ + +− − ≤ −  отку-

да следует, что последовательность 1n

n

S
S
+ 

 
 

 яв-

ляется невозрастающей, и, следовательно, 
построенный треугольник правильный.

EOWA-операторы могут использоваться в 
иерархических системах агрегирования [55].

4.4. КвазиOWA-операторы

В [20, 56] вводится понятие обобщенного 
оператора агрегирования. Пусть , :[0,1] ( , )f g → −∞ ∞ 

, :[0,1] ( , )f g → −∞ ∞  – пара непрерывных, неубываю-
щих функций; : ( ( ) ( )) [0,1]h Ran f Ran g∪ →  – 
другая непрерывная сюръективная функция, 
тогда отображение 2:[0,1] [0,1],A →  такое что 

( ) ( ) ( )( ), ,A x y h f x g y= +
называется обобщенным оператором агреги-
рования, а тройка ( , , )f g h  называется порож-
дающей тройкой для оператора .A  В данной 
статье определены ограничения на функции 
порождающей тройки, при которых A обла-
дает рядом важных алгебраических свойств, 
среди которых коммутативность, идемпо-
тентность, наличие нейтрального элемента. 
Так, порождающая тройка ( , , ),a f b g h⋅ ⋅  где 

,a b – положительные константы, f  – аддитив-

ный генератор, такой что 1( ) ,xh x f
a b

−  =  + 
 

соответствует идемпотентному оператору 
агрегирования вида

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

,

.

a f x b f y
A x y f

a b

a bf f x f y
a b a b

−

−

⋅ + ⋅ 
= = + 

 = ⋅ + ⋅ + + 
Известно [20], что A  является идемпо-

тентным оператором только и только тогда, 



21ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, № 1

Обзор основных классов операторов порядкового взвешенного агрегирования

когда f g+  строго монотонная функция и 
1( ) .h f g −= +

Пусть, например, ( ) ,f x x=  2( ) ,g x x=  тогда 
порождающая тройка ( , , )f g h  генерирует 
идемпотентный оператор агрегирования 
только если ( )1( ) 1 4 1 ,

2
h x x= + −  где [0, 2],x∈  

при этом 

( ) ( )21, 1 4 4 1
2

A x y x y= + + −

(заметим, что A  не обладает коммутативно-
стью). 

В [8] рассматриваются операторы агреги-
рования, представление которых связано с 
уравнением баланса. Данное представление 
может быть получено с помощью троек 
( , , )f g h  при определенных типах функций 

, , .f g h
Пусть 1( ,..., ),nx x=x  :[0,1] [0, )h → ∞  – не-

прерывная, строго убывающая (строго воз-
растающая) функция, называемая аддитив-
ным генератором; ( 1)h −  – псевдообратная 
функция, которая на [ (1), (0)]h h  ([ (0), (1)])h h  
совпадает с обратной функцией 1.h−  Ква-
зиOWA-оператором называется оператор 
вида [57] 

( ) ( )( )1

1
,

n

h i i
i

F x h w h xσ
−

=

 =   
∑  

где :{1,.., } {1,..., }n nσ →  – перестановка, та-
кая, что (1) (2) ( )... .nx x xσ σ σ≥ ≥ ≥

Пусть 1( ,..., )ny y=y  есть вектор ,x  упоря-
доченный по невозрастанию, тогда ква-
зиOWA-оператор можно записать в виде

( ) ( )1

1
.

n

h i i
i

F h w h y−

=

 =   
∑x

Заметим, что формула hF  определяет пред-
ставление ассоциативных функций. В [58, 59] 
описаны некоторые классы генераторов для 
треугольных норм и конорм, представимых 
рациональными функциями. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы для по-
рождения ассоциативных функций агрегиро-
вания, в том числе квазиOWA-операторов. 
В табл. 1 представлены квазиOWA-операторы, 
полученные на основе известных генераторов 
треугольных норм и конорм. Заметим, что 
треугольные нормы и конормы используются 
для построения операций агрегирования с 

улучшенными компенсационными свойства-
ми [15].

4.5. Композиции операторов агрегирования 

При агрегировании векторных оценок 
сложных объектах может возникнуть одна из 
ситуаций, требующих использования специ-
альных функций агрегирования:

a) необходимо принимать во внимание 
различные источники информации, которые 
формируют исходные векторные оценки (на-
пример, когда сложный объект оценивается с 
различных точек зрения);

b) векторная оценка содержит компонен-
ты, представляющие данные различной при-
роды;

c) в векторной оценке можно выделить 
компоненты, к которым следует применить 
различные стратегии агрегирования;

d) компоненты векторной оценки обра-
зуют отдельные независимые группы, соот-
ветствующие некоторым обобщенным кри-
териям, внутри которых применение опреде-
ленных типов операторов агрегирования не 
приводит к искажениям информации.

Для обработки такой информации ис-
пользуется подход, состоящий из двух шагов: 
сначала осуществляется агрегирование каж-
дого набора входных данных и получение од-
номерной выходной величины – обобщенной 
оценки для каждого набора, а затем эти обоб-
щенные оценки «сворачиваются» в единую 
глобальную обобщенную оценку. Данный 
класс операторов агрегирования определяет-
ся через стандартные операторы агрегирова-
ния и наследует многие их характеристики и 
свойства.

Имеет место следующее утверждение [14]: 
пусть :[0,1] [0,1],mB →  :[0,1] [0,1]n

iA →  для 
1,i m=  – операции агрегирования, причем 

B идемпотентна, тогда их композиция 
1, ,..., :[0,1] [0,1]

m

n
B A AC →  определяется следую-

щим образом:
( ) ( ) ( )( )

1, ,..., 1 ,..., ,
mB A A mC B A A=x x x

где 1( ,..., ).nx x=x
Так как B  – идемпотентная операция, то 
1, ,..., mB A AC  принадлежит семейству средних. 
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Если, например, в качестве B  взять взвешен-
ное арифметическое среднее с вектором ве-
сов 1( ,..., ),nw w=w  где [0,1]iw ∈  для 1,i n=  и 

1
1,

n

i
i

w
=

=∑  то получим линейную комбинацию 

функций агрегирования, при этом вес iw  от-
ражает значимость i-й функции агрегирова-
ния. Поскольку OWA-оператор является 
идемпотентным, то на его основе также могут 
быть построены новые операторы агрегиро-
вания. Приведем некоторые примеры опера-
торов агрегирования из данного класса

( ) ( ) ( ) ( )
1 2, 1 21 ;T TC , T Tγ γ= ⋅ + − ⋅x y x y

( ) ( ) ( )
1 2

, ;med k kC med med= ⋅x y x y
где символом kmed  обозначена медиана с па-
раметром ;k  T  – треугольная норма.

Помимо композиции функций агрегиро-
вания в [14, 56] предложено понятие компо-
зиции «различных источников данных». 

Пусть, например, имеется два типа данных, и 
для каждого из них используется своя функ-
ция агрегирования. Пусть 2:[0,1] [0,1],B →  

1 :[0,1] [0,1],nA →  2 :[0,1] [0,1]mA →  – некото-
рые функции агрегирования, тогда их компо-
зиция 

1 2, , :[0,1] [0,1],n m
B A AD + →  определяемая 

в виде

( )
1 2, , ( )

1 1 2 1

( )

( ,..., ), ( ,..., ) ,
B A A n m

n n n m

D

B A x x A x x
+

+ +

=

=

x

называется двойным оператором агрегиро-
вания.

Заметим, что 0 и 1 являются идемпотент-
ными элементами двойного оператора агре-
гирования. Оператор двойного агрегирова-
ния является монотонным, если монотонны 

1 2, , .B A A  В [60] рассматривается класс опера-
торов двойного агрегирования, для которых 

1A  и 2A  – OWA-операторы, причем здесь также 
уделено внимание многомерным вариантам 

Таблица 1. КвазиOWA-операторы, полученные с использованием 
известных аддитивных генераторов

[Table 1. Quasi-OWA-operators obtained using known additive generators]
Генератор Операция

( ) 1mf x x= − ( ) ( )
1

1 1m

n
f

i i
i

F w y
=

= − −∑

w x

( )mg x x= ( )
1

m

n
g

i i
i

F w y
=

=∑

w x

( ) lnpf x x= ( )
1

p i

n
f w

i
i

F y
=

=∏w x

( ) ( )ln 1pg x x= − − ( ) ( )
1

1 1 ip
n

wg
i

i

F y
=

= − −∏

w x

( )0
1 xf x

x
−

= ( )0

1

1

11
n

f i
i

i i

yF w
y

−

=

 −
= + 
 

∑

w x

( )1 1
xg x

x− =
−

( )1

1 1
1

1 1

n n
g i i i i

i ii i

w y y xF
y x

−

= =

   
= +   − −   
∑ ∑

w x

( ) ( )ln 1f x
xα
α α = − − 
 

( ) ( ) ( )
1

1

1 1
iwn

f

i i

F
y

α
αα α α

−

=

  
 = − + − −    

∏

w x

( ) 1ln
1

xg x
xβ
β+

=
−

( )
1 1

1 11
1 1

i iw wn n
g i i

i ii i

y yF
y y

β β β β
= =

      + +   = − +      − −      
∏ ∏

w x



23ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, № 1

Обзор основных классов операторов порядкового взвешенного агрегирования

OWA (определены условия для элементов ве-
совых треугольников, обеспечивающие свой-
ства монотонности и идемпотентности).

Как отмечалось выше, одним из стандарт-
ных методов конструирования операторов 
агрегирования является метод ϕ-преобразо-
вания. Заметим, что ϕ-преобразование мо-
жет быть применено к двойному оператору 
[14], тогда

( )1 2 1 2
, , , ,

.B A A B A A
D D ϕ ϕ ϕ

ϕ
=

Двойственным по отношению к двойному 
оператору агрегирования cA  является двой-
ной оператор агрегирования вида 

1 2 1 2
, , , ,

( ) .c c c
c

B A A B A A
D D=  Двойной оператор агре-

гирования называется самодвойственным, 
если он совпадает со своим двойственным, 
т. е. 

1 2 1 2
, , , ,

.c c cB A A B A A
D D=  Имеет место следующее 

утверждение [14]: двойной оператор агреги-
рования 

1 2, ,B A AD  является самодвойственным 
тогда и только тогда, когда 1 2, ,B A A  являются 
самодвойственными.

Заметим, что основное отличие этих двух 
типов композиции заключается в том, что 
функции агрегирования в первом случае име-
ют одинаковые области определения, а во 
втором – разные. Обобщением приведенного 
выше определения является случай, когда ар-
гументы каждой функции агрегирования 
формируются специальным образом. Поми-
мо рассмотренных, в [14] вводится компози-
ция для «групп данных». Данный подход к 
агрегированию актуален для решения про-
блемы согласования при условии, что опреде-
лено количество экспертов или лиц, прини-
мающих решение, достаточное для достиже-
ния некоторого частичного, но, возможно, 
неполного консенсуса в группе. Пусть 

1( ,..., )nx x=x  – векторная оценка; , 1{ ,..., }i
n nC x xα  

представляет подмножество из α  элементов 
множества 1{ ,..., };nx x  :{1,..., } {1,..., }k kσ ∗ →  – 
перестановка множества , 1{ ,..., },i

n nC x xα  обе-
спечивающая лексикографический порядок 
для различных значений α  и ,i I∈  где I  –ин-
дексное множество; , : [0,1] [0,1]n

n N

A B
∈

→


 – 

пара функций агрегирования.
Функция ( )

; , : [0,1] [0,1],n n
B A

n N

Fα
∈

→


 опреде-
ляемая формулой

( )
( )
; ,

( ) ( ) (1) ( ) ( )
, ,

( )

( ( )),..., ( ( )) ,

n
B A

k k
n n

F

B A C X A C X

α

α σ α σ
α α

∗ ∗

=

=

x

где 1{ ,..., },nX x x=  есть обобщенный опера-
тор агрегирования, называемый комбинацией 
функций агрегирования степени ,α  где 

{1,..., },nα ∈  
( )

!
! !n

nk C
n

α

α α
= =

−
 – биноми-

альные коэффициенты. 
Здесь для любого 1 i k≤ ≤  формируется по-

следовательность аргументов функции ( )A α  на 
основе сочетания ( ) ( )

, , 1( ) { ,..., },i i
n n nC X C x xσ σ
α α

∗ ∗

=  в 
котором его элементы перечислены в лекси-
кографическом порядке.

Например, предположим, что 
1 2 3 4( , , , ),x x x x=x  max,B =  min,iA =  причем 

функции iA  используются для агрегирования 
всех возможных трехэлементных подмно-
жеств векторной оценки, а оператор B  затем 
агрегирует полученные оценки в некоторую 
скалярную величину. В этом случае получим 
следующий оператор агрегирования:

( ) ( ) { }{
{ } { } { }}

4
3;max,min 1 2 3

1 2 4 2 3 4 1 3 4

max min , , ,

min , , ,min , , ,min , , .

F x x x

x x x x x x x x x

=x

Заметим, что аргументами min  являются 
всевозможные сочетания из множества аргу-
ментов 1 2 3 4{ , , , }.x x x x

5. СУММА OWA-ОПЕРАТОРОВ

В [61] предложен подход для построения 
новых операторов агрегирования в форме 
выпуклой комбинации некоторых базовых 
операторов. 

Пусть 1( )A x  и 2 ( )A x  – операторы агреги-
рования; λ  – параметр. Рассмотрим отобра-
жение :[0,1] [0,1],nAλ →  такое, что

( ) ( ) ( ) ( )1 21 .A A Aλ λ λ= ⋅ + − ⋅x x x
Возникает следующий вопрос: для каких 

значений Rλ∈  Aλ  является оператором 
агрегирования. Поскольку граничные усло-
вия (0,...,0) 0Aλ =  и (1,...,1) 1Aλ =  выполня-
ются автоматически, то возникает необходи-
мость в обеспечении свойства монотонности. 
Через 1 2( , )L A A  обозначим множество ,λ  для 
которых Aλ  снова является оператором агре-
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гирования. Можно показать, что 2 1( , )L A A =
1 2{1 : ( , )}.L A Aλ λ= − ∈

В [61] доказаны следующие утверждения:
1) если 1 2 1 2( , ) [ , ],L A A λ λ=  то 
2 1 2 1( , ) [1 ,1 ];L A A λ λ= − −
2) пусть 1 2 1( , ) { : ( )D A A p Aλ= ∈ ∀ ∈ 

2( )( (1 ) 0)},q A p qλ λ∀ ∈ + − ≥  где ( )   – наи-
меньший замкнутый интервал, содержащий 
возможные значения оператора, 1A  и 2A  – 
операторы агрегирования, для которых опре-
делены 1A  и 2A  соответственно, тогда 

1 2 1 2( , ) ( , ).D A A L A A⊆
В частности, если 1 1 1[ , ]A a b=  и 2 2 2[ , ],A a b=  

то 1 2( , )D A A  есть множество решений следу-
ющей системы линейных неравенств

( )
( )
( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 0,
1 0,
1 0,
1 0.

a a
a b
b a
b b

λ λ
λ λ
λ λ
λ λ

+ − ≥
 + − ≥
 + − ≥
 + − ≥

Заметим, что если 1 2 0a a= =  и один из 
интервалов 1A  или 2A  совпадает с [0, ),∞  то 

1 2( , ) [0,1].D A A =
Рассмотрим пример. Пусть Fw  – OWA- 

оператор с вектором весов 1( ,..., ),nw w=w  где
( )
( ) ( )2

2
, 1, .

1i
n

n in iw i n
C n n

−−
= = =

−
Определим выпуклую комбинацию дан-

ного оператора и среднего арифметического 

1

1( )
n

i
i

M x
n =

= ∑x  при 2.λ =  Новый оператор 

будет иметь вид 2 2 .A M F= − w  Тогда

( ) ( )
( )2 1

1 1

21,..., 2
1

n n

n i i
i i

n i
A x x x x

n n n= =

−
= − =

−∑ ∑
( )
( )1 1

2 112 1
1 1

n n

i i
i i

in i x x
n n n n= =

−− = ⋅ ⋅ − = = − − 
∑ ∑

2
1

1 .
n

i
i n

i x
C=

−
=∑

Заметим, что 2A  есть оператор, обратный 

к ,Fw  так как 12

1
n i

n

i w
C − +

−
=  ( 1, ).i n=

Рассмотрим два OWA-оператора 
1

nFw  и 
2

nFw  
с наборами весов 1 11 1( ,..., )nw w=w  и 

2 21 2( ,..., )nw w=w  соответственно. В [61] пока-
зано, что в этом случае 

( )1 2

22

2 1 2 1

,

maxmin
, .

min max max min

n n

iii i

i i i ii ii i

D F F

ww

w w w w

=

 
 =

− −  

w w

Для выпуклой комбинации OWA-опера-
торов возможно определить интервал 

1 2
( , )n nL F Fw w  следующим образом. Для весовых 

векторов 1w  и 2w  определим разбиение мно-
жества индексов { }1,2,...,I n= = 12 21 ,I I E= ∪ ∪  
где

{ }12 1 2: ,i iI i I w w= ∈ >

{ }21 2 1: ,i iI i I w w= ∈ >

{ }1 2: .i iE i I w w= ∈ =
Заметим, что первые два множества не мо-

гут быть пустыми, так как 1 2
1 1

1,
n n

i i
i i

w w
= =

= =∑ ∑  а 

третье может быть пустым. Тогда, согласно 
[61], 

( )1 2
2112

2 2

2 1 2 1

, max , min .n n i i

i Ii I
i i i i

w wL F F
w w w w∈∈

    
=     − −    

w w

Данное утверждение представляет прак-
тический интерес, поскольку с его помощью 
можно охарактеризовать множества пар 
OWA-операторов, для которых 

1 2 1 2
( , ) ( , ),n n n nD F F L F F⊆w w w w  и, в частности, 

1 2 1 2
( , ) ( , ).n n n nD F F L F F=w w w w

Рассмотрим, например, два OWA-опера-
тора 

1

4
WF  и 

2

4
WF  с векторами весов

( )1
3 31 1, , ,8 8 8 8=w

и 
( )2

9 27 271 , , , .64 64 64 64=w

Тогда 12 {1,2},P =  21 {3,4},P =  .E =∅  От-
сюда следует, что

( )
( )

1 2

1 2

271, , ,23 19
271, , .7 19

n n

n n

D F F

L F F

 = − 
 = − 

w w

w w

и 
1 2 1 2

( , ) ( , ).n n n nD F F L F F⊂w w w w

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В [3, 8, 12, 14, 21, 26, 43] отмечается, что 
при выборе подходящего оператора агреги-
рования, прежде всего, необходимо учиты-
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вать его оценки по следующим критериям: 
выполнение основных аксиом, постулирую-
щих свойства основных классов; опыт при-
менения для широкого круга задач; семан-
тический смысл; возможность адаптации, 
что обеспечивается за счет настройки пара-
метров; численная эффективность. Концеп-
ция порядковых операторов агрегирования, 
основанная на перегруппировке агрегируе-
мых значений аргументов, позволяет в мак-
симальной степени учитывать требования к 
процедуре агрегирования. К основным осо-
бенностям использования OWA-операторов 
относятся следующие:

a) в общем случае обобщенная оценка 
представляет собой взвешенное среднее част-
ных оценок и реализует компромиссную стра-
тегию, при этом на основе числовых характе-
ристик можно определить ее близость к дизъ-
юнктивной или конъюнктивной стратегии;

b) набор весовых коэффициентов всегда 
можно соотнести с желаемыми свойствами 
процедуры агрегирования, что осуществля-
ется на этапе моделирования;

c) композиции операций агрегирования, 
в том числе, OWA-операторов позволяют 
учесть различные подходы к агрегированию 
информации из различных источников, ин-
формации разных типов, желание использо-
вать несколько стратегий при агрегировании;

d) композиции, а также суммы OWA-о-
ператоров, которые позволяют организовать 
иерархические системы агрегирования ин-
формации.

Перспективным направлением является 
разработка подходов к построению весовых 
функций, которые задают динамическую си-
стему приоритетов, а, следовательно, появля-
ется возможность изменять стратегии агре-
гирования с течением времени.
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the components of a vector assessment. The article discusses various families of operations that 
implement the technology of ordinal weighted aggregation, their generalizations and modifica-
tions, as well as important cases. The connection of these operators with the Sugeno and Choquet 
integrals is shown, as well as generalized representations based on fuzzy measures. The presented 
review of foreign publications opens up opportunities for the wide use of aggregation operations 
from this class in the development of information processing procedures in various application 
systems, allowing for greater flexibility, multiple alternatives, validity and interpretability.
Keywords: OWA operator, weight coefficients, aggregation.
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