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Аннотация. Статья посвящена исследованию схемы движения общественного транспор-
та в городской среде с целью корректировки и оптимизации топологии транспортной сети. 
Для достижения данной цели используется междисциплинарный подход. Применение ме-
ждисциплинарного подхода к анализу маршрутов движения городского общественного 
транспорта позволяет оптимизировать их работу и тем самым улучшать качество жизни 
населения. В статье представлена методика выявления дублируемости маршрутов обще-
ственного транспорта в системе городской сети, основанная на применении математиче-
ского аппарата теории графов и линейной алгебры. Для оценки степени дублируемости 
маршрутов составлена матрица маршрутов, определены вектор-маршруты, рассчитаны 
коэффициенты дублируемости на основе проекции одного вектора маршрута на другой. 
Задача анализа данных схемы движения городского общественного транспорта с целью 
выявления дублируемых маршрутов решена для системы города Ижевск Удмуртской 
Республики, включающей 55 маршрутов движения городского транспорта. На основе 
значения коэффициентов дублируемости и варианта дублирования маршрутов предло-
жены конкретные методы решения задачи планирования топологии транспортной сети. 
Так, для преодоления проблемы дублируемости маршрутов в системе общественного 
транспорта города Ижевск предлагается провести синхронизацию расписания более чем 
у 28 маршрутов, а 6 маршрутов движения общественного транспорта исключить в резуль-
тате их частичного слияния в 3 маршрута. Описанная методика выявления дублируемых 
маршрутов может быть применена для систем общественного транспорта в различных 
городах Российской Федерации.
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ВВЕДЕНИЕ

Оценка функционирования городского 
общественного транспорта является одной из 
актуальных задач для создания эффективной 

системы умного города [1, 2]. Решение данной 
проблемы влияет на качество жизни населе-
ния и затрагивает интересы подавляющего 
большинства граждан [3].

Городской общественный транспорт и 
оптимизация его работы – это актуальный 
объект исследований, внимание к которому 
растет пропорционально мировому уровню 
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автомобилизации. Острота транспортной 
проблемы требует системного подхода к ре-
шению задачи оптимизации работы город-
ского общественного транспорта, в том числе 
маршрутов его движения.

Обзор литературы зарубежных и отече-
ственных исследователей показал, что в ка-
честве основных критериев оптимизации 
работы общественного транспорта выступа-
ют: доступность транспорта [4, 5], эффектив-
ная загрузка общественных транспортных 
средств [6, 7], дублируемость маршрутов [8, 
9], сменяемость пассажиропотоков [10, 11].

Известно, что миссией системы город-
ского общественного транспорта является 
обеспечение высокой мобильности граждан 
и удовлетворение спроса на передвижение 
населения с целью сохранения необходимого 
качества обслуживания [12]. Однако, с точ-
ки зрения экономической целесообразности 
и диверсификации работы транспортных 
средств для компаний отрицательно сказыва-
ется наличие дублируемых маршрутов. Они 
появляются для перехвата пассажиропотоков 
с других маршрутов, что увеличивает конку-
ренцию между компаниями-перевозчиками и 
снижает экономическую эффективность [13].

Таким образом, для решения существую-
щей проблемы оптимизации работы город-
ского общественного транспорта необходимо 
расширить базу применяемых методов, в том 
числе за счет разработки методики определе-
ния дублируемости маршрутов в городской 
транспортной сети.

Целью настоящего исследования является 
определение дублируемости маршрутов об-
щественного транспорта для разработки ре-
комендаций по оптимизации транспортной 
системы города. Данное исследование про-
ведено на примере транспортной сети города 
Ижевск Удмуртской Республики. Несмотря 
на значительное увеличение количества лег-
ковых автомобилей в транспортном потоке, в 
г. Ижевске сохраняется высокая доля исполь-
зования общественного транспорта среди 
всех осуществляемых пассажирских перевоз-
ок в городе.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Дублируемость маршрутов – это совпаде-
ние маршрутов движения городского обще-
ственного транспорта на отдельных участках 
улично-дорожной сети города, либо полное 
их наложение [14, 15].

Оценка степени дублируемости маршру-
тов основана на соотношении протяженно-
сти участка улично-дорожной сети совпада-
ющих маршрутов к общей протяженности 
рассматриваемых маршрутов. Данный метод 
оценки степени дублируемости маршрутов 
затруднен необходимостью определения про-
тяженности каждого из рассматриваемых 
маршрутов. Поскольку путь движения обще-
ственного транспорта между остановочными 
пунктами не влияет на точки посадки/высад-
ки пассажиров, следовательно, необходимо 
разработать метод, не учитывающий данный 
путь, при этом основанный на анализе входя-
щих в маршруты остановок (узлов).

Степень дублируемости маршрутов разде-
ляют на следующие группы [16]:

– совпадение маршрутов до 40 % от протя-
женности маршрута (в этом случае проведе-
ние мероприятий по снижению дублируемо-
сти маршрутов не требуется);

– совпадение маршрутов от 40 % до 60 % 
от протяженности маршрута (в этом случае 
необходимо провести синхронизацию распи-
сания маршрутов);

– совпадение маршрутов от 60 % до 80 % 
от протяженности маршрута (такой показа-
тель степени дублируемости может быть по-
водом для исключения из реестра одного из 
маршрутов в результате слияния маршрутов 
в один, а в иных случаях потребовать коррек-
тировки интервалов движения транспорта по 
данным маршрутам);

– совпадение маршрутов более 80 % от его 
протяженности (крайне нежелательная сте-
пень дублируемости маршрутов, что требует 
пространственного анализа).

В данной работе для определения сте-
пени дублируемости маршрутов городско-
го общественного транспорта между собой 
применяется математический инструмента-
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рий теории графов, линейной алгебры и ста-
тистического анализа.

Методы решения задачи планирования 
топологии транспортной сети для преодоле-
ния проблемы дублируемости маршрутов за-
висят от варианта дублируемости маршрутов 
(см. рис. 1):

Вариант № 1: Первый маршрут (более ко-
роткий) полностью дублирует участок вто-
рого маршрута. Метод решения: исключение 
короткого маршрута, длинный второй марш-
рут переходит в оптимальный.

Вариант № 2: Исходные маршруты имеют 
совместный участок движения, на котором 
находятся конечные остановочные пункты 
каждого маршрута. Метод решения: наиболее 
востребованный маршрут удлиняется, так 
чтобы другой маршрут полностью входил в 
удлиненный оптимальный маршрут. Тем са-
мым, мы получаем первый вариант дублиру-
емости маршрутов, поэтому более короткий 
маршрут исключается.

Вариант № 3: Исходные маршруты имеют 
совместный участок движения, на котором 
один из маршрутов отклоняется от другого 
на небольшой участок (не более трех оста-
новок) и заканчивается конечной останов-

кой. Метод решения: наиболее востребован-
ный маршрут удлиняется, так чтобы другой 
маршрут полностью входил в удлиненный 
оптимальный маршрут, при этом сохраня-
ющийся маршрут проходит по участку с от-
ветвлением с возвратом.

Вариант № 4: Исходные маршруты име-
ют совпадающие траектории движения, но 
по ходу движения отклоняются друг от друга 
на нескольких участках пути, но не более чем 
на 500 метров. Метод решения: оптимальный 
маршрут включает в себя конечные останов-
ки обоих маршрутов и проходит по более 
приоритетным улицам.

Таким образом, ставится задача оптими-
зации транспортной сети за счет поиска и 
исключения дублируемости маршрутов дви-
жения общественного транспорта. Исходя из 
степени и варианта дублируемости маршру-
тов предлагаются различные методы реше-
ния задачи планирования оптимальной топо-
логии транспортной сети.

2. МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДУБЛИРУЕМОСТИ МАРШРУТОВ

Для выявления дублируемых маршрутов 
предлагается методика, основанная на при-
менении математического аппарата теории 
графов, линейной алгебры и статистического 
анализа.

Используя теорию графов [17], представим 
схему движения общественного транспорта с 
помощью матрицы маршрутов.

Определение. Матрица маршрутов W  
представляет собой таблицу бинарных дан-
ных размерностью ,N M×  где N  – число уз-
лов (остановочных пунктов) в транспортной 
сети города, M  – количество маршрутов об-
щественного транспорта. Если i-й узел вхо-
дит в j-й маршрут, то 1,ijW =  иначе 0.ijW =

Коэффициент дублируемости маршрута k 
маршруту j будем определять как отношение 
количества совпадающих остановок у двух марш-
рутов на количество остановок маршрута :k
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Рис. 1. Варианты дублируемости
маршрутов общественного транспорта 

и способы ее исключения
[Fig. 1. Duplication options public transport 

routes and ways to exclude it]



69ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, № 1

Анализ данных системы городского общественного транспорта …

Введем понятие вектор-маршрута как со-
ответствующего столбца матрицы маршру-
тов .W  Поскольку вектор-маршрут является 
бинарным, то коэффициент дублируемости 
можно рассчитывать по следующей формуле:
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где ( , )k jm m  – скалярное произведение между 
столбцами матрицы W  соответствующих 
маршрутов.

Поскольку:
	 ( , ) cos .k j k jm m m m ϕ= ⋅ ⋅ 	 (3)

где km  – норма вектор-маршрута; ϕ  – угол 
между векторами маршрутами , ,k jm m  то
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Зная, что Pr cos ,
km j jm m ϕ= ⋅  получим, 

что коэффициент дублируемости маршрута 
k  маршруту j  будем определять как отноше-
ние проекции вектор-маршрута jm  на век-
тор-маршрут km  к его норме:
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На основании рассчитанных коэффици-
ентов формируется матрица дублируемости 

( 100 %)
jm k M MD d m ×= ⋅  маршрутов обще-

ственного транспорта, элементы которой ха-
рактеризуют в процентах степень вхождения 
k-го маршрута в j-й маршрут и принимают 
значения в интервале от 0 до 100.

Исходя из значения коэффициентов и 
варианта дублируемости, предлагается кон-
кретное управленческое решение задачи 
планирования топологии транспортной сети 
для преодоления проблемы дублируемости 
маршрутов.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Предложенная методика применена для 
системы движения общественного транспор-
та г. Ижевска Удмуртской Республики по со-
стоянию на 01.09.2021 г. Транспортная систе-
ма г. Ижевска включает в себя объекты: 323 
остановочных пунктов и 55 маршрутов го-
родского общественного транспорта, из них 

автобусных – 26, трамвайных – 11, троллей-
бусных – 8, маршрутных такси – 10.

Анализ системы движения общественного 
транспорта выполняется на основе коэффи-
циентов дублируемости, расчет которых не 
зависит от типа общественного транспорта, 
однако эта информация важна для оптимиза-
ции всей системы. Мероприятия по оптими-
зации работы общественного транспорта от-
личаются для различных видов транспорта. 
Например, смена направления маршрута для 
трамваев и троллейбусов затруднительна.

Для поиска дублируемых маршрутов в 
транспортной сети города Ижевска исполь-
зовалась информация о маршрутах обще-
ственного транспорта города, представлен-
ная на сайте интерактивной геоинформаци-
онной справочной системы IGIS [18]. По этим 
данным была заполнена матрица маршрутов 
общественного транспорта гор. Ижевска раз-
мерностью 323 × 55. В табл. 1 представлен 
фрагмент данной матрицы маршрутов. На ос-
нове матрицы маршрутов с применением 
формулы (5) рассчитаны элементы матрицы 
дублируемости маршрутов ,D  представлен-
ные на рис. 2. 

Далее на основе рассчитанных коэффи-
циентов определена степень дублируемости 

Таблица 1. Фрагмент матрицы 
маршрутов W гор. Ижевска

[Table 1. Fragment of the matrix public transport 
routes W of the Izhevsk]

Остановки / 
Маршруты 2 6 7 8 9 10 11

Автозавод 0 0 0 0 0 1 0
Адм. Лен. р-на 0 0 1 0 1 0 1
Ижсталь 0 0 1 1 1 0 1
База РХТ 1 1 0 0 0 0 0
База УПС 1 1 0 0 0 0 0
Банк 0 0 1 0 0 0 0
Библиотека 0 0 0 1 0 0 0
Долгий мост 1 1 1 1 1 0 1
Заводоуправ. 0 0 0 1 0 1 0
К/Т Дружба 0 0 0 0 0 1 0
Пирожковая 1 0 0 1 0 0 1
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маршрутов согласно введенной классифика-
ции групп дублируемости. Информация све-
дена в табл. 2.

Таким образом, в первую группу по сте-
пени дублируемости входит 4 маршрута (7 % 
от общего количества маршрутов), во вторую 
группу – 17 маршрутов (31 %), в третью – 28 
маршрутов (51 %), в четвертую – 6 маршру-
тов (11 %).

По табл. 2 видно, что практически не ду-
блируются с остальными маршрутами (сте-
пень дублируемости d ≤ 40 %) автобусные 
маршруты № 15, № 36, № 56 и маршрутное 
такси № 71. Данные маршруты первой группы 
дублируемости не нуждаются в оптимизации.

Для маршрутов, входящих во вторую 
группу по степени дублируемости (40 % d< ≤
60 %), необходимо провести синхронизацию 
расписания. Для синхронизации расписания 
маршрутов предлагается использовать мате-
матическую модель [19], имитирующую дви-
жение общественного транспорта в город-
ской сети, для выявления перегруженных 
остановочных пунктов, представляющих со-
бой «узкие места» в маршрутной сети по при-
чине наличия дублирующих маршрутов.

В третью группу по степени дублируемо-
сти (60 % d< ≤  80 %) входят 28 маршрутов. 
На рис. 3, а) приведен пример автобусных 
маршрутов № 2, № 6 и № 41, которые дублиру-

Рис. 2. Матрица D коэффициентов дублируемости маршрутов, %
[Fig. 2. Matrix D of route duplication coefficients public transport, %]
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Таблица 2. Оценка дублируемости маршрутов
[Table 2. Route Duplication Assessment]

Маршрут 
km

Дублируемый маршрут jm  (коэффициент дублирования, %)
40 % 60%d< ≤ 60% 80%d< ≤ 80% 100%d< ≤

А
вт

об
ус

2 – 6AB(79),41AB(79) –
6 – 2AB(73),41AB(67) –
7 73AB(60) – –
8 26AB(43),27AB(43) 21AB(74) 34(83)
9 7AB(46) – 11AB(85),73AB(85)

11 7AB(46),36AB(46) 73AB(77) 9AB(85)
12 26AB(42),10TX(46),53TX(42)14TB(42) 27AB(67) –
15 – – –
16 23AB(58),1TB(42),2TB(42) 68TX(71) –
19 1TB(52) 39TX(65) –
21 8AB(52),34(54) – –
22 25AB(42),49TX(42) – –
23 16AB(58),68TX(46) – –
25 22AB(42),6TB(42),10TB(49) 49TX(67) –
26 27AB(42),39TX(42),50TX(42), 

4TB(45),7TB(50),14TB(47)
– –

27 12AB(44),26AB(44),18TX(44), 
50TX(47),53TX(42),10TB(42)

14TB(61) –

28 79AB(50) – –
29 36AB(59),79AB(59),39TX(50),52TX(44),6TB(47) 18TX(76) –
31 27AB(44),29AB(48),79AB(44),18TX(44),49TX(44) – –
34 45TX(45),53TX(41),9TB(48),10TB(41) 8AB(66),21AB(62) –
36 – – –
40 10TX(52) – –
41 – 6AB(71),2AB(79)
56 – – –
73 7AB(47),9AB(58),11AB(53) – –
79 29AB(53),29AB(53),6TB(42) 18TX(61) –

М
ар

ш
ру

тн
ое

 т
ак

си

10 12AB(48),31AB(43),40AB(52) 79AB(61) –
18 27AB(43),36(43),52TX(49),6TB(43) 29AB(70),79AB(62) –
39 19AB(48),26AB(52),29AB(55), 

49TX(42),4TB(55),7TB(58),14TB(48)
– –

45 34AB(45),50TX(45),53TX(59), 
9TB(41),10TB(59),14TB(48)

– –

49 22AB(46),10TB(46) 25AB(74) –
50 22AB(53),26AB(50),27AB(53),45TX(41),10TB(41) 53TX(62) 14TB(91)
52 27AB(48),79AB(57),39TX(43) 29AB(65),18AB(78) –
53 45TX(44),50TX(51),10TB(41),14TB(46) – –
68 16AB(50) 2TB(79) –
71 – – –
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ют друг друга в диапазоне 67–79 %. В этом 
случае часть маршрутов можно исключить в 
результате слияния маршрутов в один либо 
провести корректировку интервалов движе-
ния транспорта по данным маршрутам.

В последнюю четвертую группу маршру-
тов по степени дублирования (80 % d< ≤ 100 
%) вошли 6 маршрутов движения обществен-
ного транспорта: автобус № 8, № 9, № 11, 
маршрутное такси № 50, троллейбус № 2, № 7. 
Для данных маршрутов согласно варианту 
дублируемости разрабатываются конкретные 
рекомендации по их оптимизации. На 
рис. 3, б) иллюстрируется наложение марш-
рутов № 9 и № 11, из которого видно, что 
маршруты практически совпадают и только 
две конечные остановки отклоняются от об-

щего маршрута следования (вариант № 3 на 
рис. 1). Поскольку наиболее востребованным 
является маршрут № 11, то предлагается ис-
ключить из транспортной сети города марш-
рут № 9, при этом движение маршрута № 11 
продолжить на участке следования удаляемо-
го маршрута с возвращением на свой путь 
движения. Маршрут № 8 на 83 % совпадает с 
маршрутом № 34 (см. рис. 4), но данный слу-
чай дублирования маршрутов относится к 
варианту 4 (рис. 1). Для устранения дублиру-
емости следует оставить более протяженный 
маршрут № 34, но пустить его на участке пути, 
на котором маршруты различаются, по цен-
тральной улице Баранова (см. рис. 4, новый 
участок пути отмечен пунктирной линией), 
которая является параллельной улицам Клуб-

Таблица 2 (продолжение)
Тр

ам
ва

й

1 3TW(52),4TW(52),10TW(52),12TW(52) 9TW(68)
2 4TW(54),7TW(50),8TW(42) 9TW(67)
3 25AB(43),2TW(43),4TW(43) 1TW(62),5TW(62), 

9TW(62),12TW(76)
4 3TW(43),7TW(43) 1TW(62),2TW(62), 

10TW(76)
5 3TW(41),8TW(41),9TW(47),12TW(50) – –
7 1TW(45),2TW(60),4TW(45),9TW(60),10TW(45) – –
8 2TW(56),11TW(44) 5TW(72) –
9 2TW(57),3TW(46),5TW(54),7TW(43),12TW(46) 1TW(61) –

10 1TW(50),12TW(54) 4TW(62) –
11 8TW(53) 10TW(67),12TW(67) –
12 1TW(50),9TW(50),10TW(54) 3TW(62),5TW(62) –

Тр
ол

ле
йб

ус

1 16AB(48),19AB(57),23AB(43), 
26AB(52),4TB(48),7TB(57)

68TX(62),2TB(62) –

2 1TB(41),4TB(56) – 68TX(84)
4 26AB(49),39TX(49),49TX(43),2TB(51),7TB(49) – –
6 25AB(50),29AB(44),36AB(50),79AB(44),18TX(44), 

49TX(42),9TB(50),10TB(50)
– –

7 29AB(57),50TX(43),1TB(52) 4TB(74),14TB(65), 
39TX(78)

26AB(83)

9 34AB(45),6TB(58),10TB(42) 36AB(61) –
10 25AB(60),27AB(43),45TX(49),49TX(51), 

53TX(46),6TB(51),14TB(51)
– –

14 22AB(43),26AB(49),27AB(59),39TX(41), 
53TX(49),7TB(41),10TB(49)

50TX(78) –

Условные обозначения: AB – автобус; TW – трамвай; TB – троллейбус; TX – маршрутное такси
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ная (маршрут № 34) и Заречное шоссе (марш-
рут № 8). Таким образом, 6 маршрутов движе-
ния общественного транспорта, входящих в 
данную группу дублирования, будут преоб-
разованы в результате исключения и коррек-
тировки в 3 маршрута.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Статья посвящена анализу данных си-
стемы городского общественного транспор-
та для решения проблемы дублируемости 
маршрутов. Впервые представлена методика 
определения дублируемости маршрутов на 
основе математического аппарата теории гра-
фов и линейной алгебры.

а) б)
Рис. 3. Схема автобусных маршрутов гор. Ижевска: 

маршрут №2, №6 и №41 (а) и маршрут №9 и №11 (б)
[Fig. 3. Scheme of bus routes in the Izhevsk: No. 2, No. 6, No. 41 (a) and No. 9, No. 11 (b)]

Рис. 4. Оценка дублируемости автобусных маршрутов №8 и №34 гор. Ижевска
[Fig. 4. Duplication assessment of bus routes No. 8 and No. 34 in the Izhevsk]
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Для расчета коэффициента дублируемо-
сти маршрутов составляется матрица марш-
рутов и для каждого вектор-маршрута опре-
деляются коэффициенты на основе проекции 
одного вектора маршрута на другой.

Для оценки степени дублируемости марш-
рутов предложено разделение маршрутов на 
4 группы: совпадение маршрутов до 40 %; 
от 40 % до 60 %; от 60% до 80 %; совпадение 
маршрутов более 80 % от его протяженности. 

На основе значения коэффициентов ду-
блируемости и варианта дублирования 
маршрутов предложены конкретные методы 
решения задачи планирования топологии 
транспортной сети.

Маршруты первой группы не нуждаются 
в изменении; маршруты второй группы со-
храняются в системе, но оптимизация сети 
общественного транспорта выполняется за 
счет корректировки интервалов движения; 
оптимизация маршрутов третьей и четвертой 
группы предполагает объединение и удале-
ние ряда маршрутов движения, что приводит 
к сокращению количества эксплуатируемого 
транспорта.

С использованием разработанной методи-
ки выполнена оценка степени дублируемости 
между 55 маршрутами города Ижевск Удмур-
тской Республики.

Так, для преодоления проблемы дублиру-
емости маршрутов в системе общественного 
транспорта города Ижевск предлагается про-
вести синхронизацию расписания более чем 
у 28 маршрутов, а 6 маршрутов движения об-
щественного транспорта заменить 3 маршру-
тами в результате их частичного слияния.

Дальнейшее исследование в рамках про-
екта будет заключаться во внедрении по-
сле согласования данных рекомендаций. По 
предварительным расчетам, эффективность 
предложенных в статье мероприятий по оп-
тимизации сети общественного транспорта 
г. Ижевск оценивается в виде снижения ко-
личества эксплуатируемых транспортных 
средств примерно на 14 %, достигаемое за 
счет сокращения на четверть количества об-
щественного транспорта на маршрутах, вхо-
дящих в третью и четвертую группы.

Описанная методика выявления дублиру-
емых маршрутов может быть применена для 
систем общественного транспорта в различ-
ных городах Российской Федерации.
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TO SOLVE THE PROBLEM OF ROUTE DUPLICATION

© 2022 E. V. Kasatkina1,2, D. D. Vavilova2

1Autonomous nonprofit organization “Digital Economy of the Udmurt Republic”
21, Lenina Street, 426004 Izhevsk, Russian Federation

2Kalashnikov Izhevsk State Technical University
7, Studencheskaya Street, 426069 Izhevsk, Russian Federation

Annotation. The article is devoted to the study of public transport traffic patterns in the urban 
environment in order to correct and optimize the transport network topology. To achieve this 
purpose, an interdisciplinary approach is used. The application of an interdisciplinary approach 
to the analysis of urban public transport routes allows to optimize their work and thereby im-
prove the quality of the population life. The article presents a methodology for identifying du-
plication of public transport routes in the urban network system, based on the mathematical 
apparatus of graph theory, linear algebra and statistical analysis. To assess the degree of route 
duplication, a matrix of routes is compiled, vector routes are determined, paired duplication 
coefficients are calculated based on the projection of one route vector to another. The task of 
analyzing the data of the urban public transport traffic pattern in order to identify duplicate 
routes was solved for the system of the Izhevsk city in the Udmurt Republic, which includes 55 
routes of urban transport. Based on the duplication coefficients values and the route duplication 
option, specific methods for solving the problem of planning the transport network topology are 
proposed. So, in order to overcome the problem of duplication of routes in the public transport 
system of the Izhevsk city, it is proposed to synchronize the timetable for more than 28 routes, 
and exclude 6 public transport routes as a result of their merging into 3 routes. The described 
technique for identifying duplicate routes can be applied to public transport systems in various 
cities of the Russian Federation.
Keywords: public transport, route duplication, traffic pattern optimization, route matrix, vec-
tor-to-vector projection, scalar product of vectors.
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