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Аннотация. Кластеризация является одной из базовых задач машинного обучения, на-
ряду с распознаванием образов, классификацией и прогнозированием. Особенно суще-
ственна роль кластеризации в анализе больших данных, работа с которыми может быть 
эффективной только с использованием компьютерных технологий. При этом, задача ав-
томатического разбиения на кластеры с учетом погрешностей исходных данных не полу-
чила однозначного решения и требует поиска более адекватных подходов, включающих 
автоматическое определение числа кластеров. В работе предложен новый метод класте-
ризации данных, основанный на модификации гравитационного алгоритма, использую-
щего аналогию с формированием звездных кластеров за счет притяжения масс в соответ-
ствии с законом всемирного тяготения. При применении такого подхода к кластеризации 
данных реальные физические массы заменяются точками  в многомерном пространстве 
данных, а движение этих точек с учетом их притяжения приводит к формированию кла-
стеров. Недостатком такого способа является проявление эффектов инерции, которые 
могут затруднять процесс завершения кластеризации и приводить к выбросу ускоренных 
частиц из кластера на стадии его формирования. Для исключения таких нежелательных 
событий в работе используется модель динамики вязкого движения частиц, представ-
ляющих данные, и естественное ограничение размеров кластеров за счет отталкивания 
частиц. Силы отталкивания частиц взяты в виде обменного взаимодействия Паули для 
фермионов при гауссовом распределении плотностей погрешностей. Записаны основ-
ные уравнения, описывающие работу представленной модификации гравитационного 
алгоритма. На численном примере продемонстрированы особенности и преимущества 
вязкого гравитационного алгоритма в сравнении с методом k-средних и основанном на 
плотностях методом DBSCAN, включая автоматическую остановку процедуры при за-
вершении процесса кластеризации. Полученные результаты позволяют проводить сле-
пую кластеризацию больших данных и допускают обобщение на решение задач много-
мерной оптимизации.
Ключевые слова: кластеризация данных, неточные данные, гравитационный алгоритм, 
вязкость, отталкивание Паули.
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ВВЕДЕНИЕ

При исследовании систем, содержащих 
очень большое количество элементов, напри-

мер в анализе больших данных, важнейшим 
этапом является первичная классификация 
без учителя, которая в математическом смыс-
ле эквивалентна кластеризации [1]. По ее ре-
зультатам происходит разделение элементов 
на небольшое количество классов, внутри 
каждого из которых все элементы характери-
зуются относительной однородностью.
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Кластеризация позволяет перейти от ана-
лиза и описания отдельных представителей 
класса к описанию типичных особенностей 
элемента из данного кластера. Это дает далее 
возможность прогнозировать поведение групп 
однотипных элементов на основе временной 
статистики и распознавать принадлежность 
нового элемента к тому или иному классу.

Развитие технологии Big Data сделало не-
обходимым обеспечить надежное решение 
задачи кластеризации компьютерными мето-
дами [2] без предварительного анализа имею-
щейся информации человеком. Для алгорит-
мов кластеризации важна их адаптивность к 
изменяющемуся количеству объектов, устой-
чивость против выбросов в векторах призна-
ков или неизвестных тяжелых хвостов рас-
пределений характеристик, последователь-
ность работы с постоянным обновлением для 
потоковой передачи данных без необходи-
мости повторного запуска всего алгоритма и 
простота вычислений. 

1. СОСТОЯНИЕ ПРОБЛЕМЫ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

ИССЛЕДОВАНИЯ

Для решения задач кластеризации раз-
вит впечатляющий набор иерархических 
(hiererhical), разделительных (partitional) и 
байесовских (Bayesian) алгоритмов [3–5], на-
чиная от классического алгоритма k-сред-
них и самоорганизующихся карт Кохонена, 
и кончая алгоритмами гравитационной кла-
стеризации. Общим недостатком большин-
ства этих методов является необходимость 
начального задания полного числа кластеров. 
Если перейти к размытым, нечетким данным, 
то инструменты нечеткой логики позволяют 
решить задачу кластеризации вместе с опре-
делением числа кластеров [6]. Число класте-
ров определяется и в подходах, основанных 
на введение свойства плотности элементов 
при образовании кластеров [7, 8].

В имеющихся алгоритмах кластеризации 
неточных данных сохраняются проблемы, 
касающиеся релевантности, быстродействия 
и универсальности в применении к данным 
с различной топологией кластеров. При этом 

обычно предполагается,  что имеющиеся в 
распоряжении данные соответствуют вы-
борке из ансамбля с некоторым, чаще всего 
гауссовым, распределением случайных дан-
ных. Одним из активно развиваемых методов 
кластеризации с естественным механизмом 
формированием кластеров является алго-
ритм на основе гравитационной физической 
аналогии [9, 10], который привлекает нагляд-
ностью и простотой расчета. В нем данным 
сопоставляют отдельные частицы в много-
мерном пространстве, испытывающие вза-
имное притяжение подобное притяжению 
единичных масс. Гравитационный алгоритм 
нашел многочисленные применения в зада-
чах управления и принятия решений [11–15]. 
Кроме того, гравитационный алгоритм по-
зволяет решать сложные задачи глобальной 
оптимизации [16–20].

Несмотря на существенное удобство ис-
пользования алгоритмов гравитационной 
кластеризации и оптимизации в распреде-
ленных системах, ему присущи определенные 
недостатки. Так, уравнения движения Нью-
тона с консервативными силами, применяе-
мые для описания процесса кластеризации, 
уже в исходной физической формулировке 
приводят к таким нежелательным эффектам, 
как возможный выброс частиц из области 
кластеризации за счет инерции [21], посколь-
ку движение частиц продолжается даже по-
сле прекращения действия сил. Кроме того, 
алгоритм не имеет естественного критерия 
завершения, и нужно вводить специальные 
механизмы останова, используя, например, 
конечные размеры элементов, отражающие 
неточность задания исходных данных. 

В целом, полностью удовлетворительное 
решение задачи кластеризации еще не найде-
но, и усилия в этом направлении продолжа-
ются. Настоящая работа описывает алгоритм 
кластеризации неточных данных, в котором 
используется аналогия с агрегированием ча-
стиц конечного размера в вязкой жидкости 
за счет их притяжения и слипания в кластеры 
при наличии отталкивания на малых рассто-
яниях. Для устранения эффектов инерции, 
движение фиктивных частиц многомерного 
пространства происходит в условной вязкой 
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среде, где их скорость пропорциональна при-
ложенной силе. Это представление позволяет 
также понизить порядок решаемой системы 
дифференциальных уравнений и ускорить ее 
численное решение в процессе компьютерно-
го моделирования.

2. МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ

В качестве прототипа метода кластериза-
ции данных мы возьмем модель физической 
кластеризации частиц под действием взаим-
ных сил притяжения частиц в вязкой среде 
[22], пренебрегая инерцией. Движение та-
ких частиц описывается системой уравнений 
первого порядка 

 ,j
j

d
dt

λ=
x

F  (1)

где jx  — n-мерный вектор, задающий поло-
жение j-й частицы, jF  — суммарная сила, 
действующая на частицу, λ  — коэффициент, 
отражающий величину вязкости среды и ре-
гулирующий скорость образования класте-
ров. При парном взаимодействии N  частиц,  
на частицу с номером j  действует сила

 .
N

j ji
i j≠

=∑F f  (2)

Если парные силы являются центральны-
ми и зависят только от расстояния между ча-
стицами, то 

 ( ) ,ji ji jid=f x x  (3)

где jix  — евклидово расстояние, ( )jid x  — 
скалярная функция. 

В стандартном гравитационном алгорит-
ме (GSA) jx  представляет собой вектор дан-
ных, а процесс их кластеризации описывает-
ся уравнениями Ньютона, согласно которым 

,j j jm =x F  т. е. в отличие от предлагаемого 
нами метода, — дифференциальными урав-
нениями второго порядка. Обычно, в грави-
тационном алгоритме предполагается 
( ) ( )~ 1/ ,

p

ji jid ε+x x  2p =  [23–25]. Тем са-
мым, в GSA в действительности используется 
нефизический гравитационный закон для 
силы [26], поскольку обычные силы гравита-
ции ( 3)p =  убывают с расстоянием слишком 

значительно, чтобы обеспечить достаточно 
быструю кластеризацию системы. 

Разработаны различные версии, уточня-
ющие и дополняющие алгоритм GSA [27–31]. 
Отметим, что в гравитационной кластериза-
ции можно увидеть черты, общие с самоорга-
низующимися картами Кохонена. Основное 
отличие состоит в том, что в картах Кохоне-
на имеются пробные векторы, которые по-
том перемещаются в сторону того или иного 
кластера, а в гравитационной кластеризации 
обычно все частицы стягиваются в кластеры 
за счет взаимного притяжения. 

Предлагаемый нами гравитационный ал-
горитм с вязкостью описывает диссипатив-
ную динамику и исключает выброс частиц из 
кластеров за счет высвобождения гравитаци-
онной энергии образующих кластер частиц. 
Алгоритм может автоматически останавли-
ваться, если в него включить конечные раз-
меры частиц или их отталкивание на  малых 
расстояниях. Тогда при соприкосновении 
частиц их дальнейшее сближение прекраща-
ется. После присоединения к одному из кла-
стеров последней частицы состав кластеров 
полностью определен, а их центры можно 
определить как среднее значение для элемен-
тов кластера. Данный алгоритм определяет 
фиксированное количество кластеров и по-
ложение их центров за конечное время.

В предлагаемом алгоритме мы определим 
способ задания силы отталкивания частиц на 
близком расстоянии, пользуясь квантово-ме-
ханической аналогией. Как известно, ферми-
оны с одинаковыми спинами обладают кван-
товым отталкиванием Паули, величина кото-
рого пропорциональна перекрытию плотно-
стей электронных распределений [32]. Эта 
физическая модель позволяет учесть неопре-
деленность задания элементов кластериза-
ции. Будем считать, что неопределенность за-
дания элемента с номером j  описывается 
плотностью распределения ( ).j jρ r  Введем 
парную силу отталкивания пропорциональ-
ную свертке плотностей распределения пары 
данных в виде

 ( ) ( ) .jiP
ji j j i i

ji

C dρ ρ= − − −∫
x

f x x x x x
x

 (4)
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Величина гиперпараметра C  выбирается 
таким образом, чтобы компенсировать даль-
нодействующую силу притяжения на рассто-
янии, соответствующем соприкосновению 
частиц. В качестве такого расстояния есте-
ственно выбрать сумму радиусов распределе-
ний для выбранной пары данных. Радиус рас-
пределения, при его гауссовой форме, опреде-
ляется дисперсией. Автоматический останов 
сближения частиц i  и j  без учета влияния 
других частиц происходит при выполнении 
условия 

 0.ji ji+ =f f  (5)
При наличии многих частиц останов про-

исходит при равенстве нулю всех сил и пре-
кращении движения частицы. Этот момент 
рассматривается как присоединение частицы 
к кластеру и фиксируется заданием соответ-
ствующего элемента матрицы смежности в 
графе кластеризации. 

Алгоритм вязкой гравитационной класте-
ризации отражен в Листинге.

Листинг
1: input данные X  и погрешности ;θ
2: preprocessing масштабирование исход-

ных данных 0),(→X Y  ;→θ σ
3: initialize начальное время 0,t =  шаг по 

времени dt  и время кластеризации ;T
4: while ( )t T<  do
5: Вычисление массива сил ,F  действую-

щих на частицы;
6: Вычисление нового положения частиц 

( ) ( ) · ,t dt t dt+ = +Y Y F  шага dt  и времени 
;t t dt= +

7: end while
8: Выделение и разметка кластеров →X A 

для близких по σ  точек ( );TY
9: return метки кластеров A

Таким образом, рассматриваемый нами 
алгоритм кластеризации данных отличается 
от GSA использованием вязкости и отталки-
вания в форме Паули. Исходные данные мо-
гут обладать произвольной  анизотропной 
неопределенностью, что может быть учтено 
соответствующим заданием функций ( ).jρ x

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

При выборе модели распределения по-
грешностей данных мы воспользуемся n–
мерным гауссовым распределением вектор-
ной величины x  со средним значением µ  и 
матрицей ковариаций Σ  в виде

 
11/2 ( ) ( )

2
1/2

(2 )( ; , ) .
Tp

eπρ
−− − − −

=
x x

x
µ Σ µ

µ Σ
Σ

 (6)

Здесь Tx  есть транспонированный вектор ,x  
а Σ  есть детерминант матрицы .Σ  Для двух 
многомерных нормальных распределений с 
плотностями функций ( ; , )ρ x a A  и ( ; , )ρ x b B  
свертка представляет собой вновь нормаль-
ное распределение ( ; , ),ρ − +x a b A B  поскольку

 11/2 ( ) ( ) ( )
2

1/2

( ; , ) ( ; , )

(2 ) .
Tp

d

e

ρ ρ

π −− − − + −

=

=
+

∫
a b A B a b

x a A x b B x

A B

 (7)

Результат симметричен относительно па-
раметров двух распределений, и формула (7) 
удобна для расчета силы отталкивания при 
сближении центров распределений. 

Для сравнения работы алгоритма исполь-
зовался метод k-средних и основанная на 
плотности пространственная кластеризация 
для приложений с шумами  (DBSCAN)  [33, 
34]. Алгоритм кластеризации DBSCAN осно-
ван на исследовании плотности точек в про-
странстве данных. Он группирует вместе точ-
ки, которые тесно расположены, помечая как 
выбросы те из них, которые находятся одино-
ко в областях с малой плотностью, т.е. точки, 
ближайшие соседи которых лежат далеко. 

На рис. 1 представлен результат класте-
ризации случайного двумерного набора дан-
ных из 200 точек методом k-средних. Резуль-
тат кластеризации соответствуют зрительной 
оценке кластеров.

Несмотря на то, что DBSCAN является од-
ним из наиболее используемых алгоритмов 
кластеризации, и часто упоминается в науч-
ной литературе, его применение может при-
водить к довольно парадоксальным резуль-
татам. Применение метода DBSCAN к тому 
же набору данных приводит к совсем иной 
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кластеризации, представленной на рис. 2, где 
основная часть данных образует один кластер, 
в то время как в другом кластере содержится 
только одна точка, соответствующая выбросу 
данных. Такой результат наглядно показы-
вает, что алгоритм DBSCAN хуже разделяет 
кластеры с данными, концентрирующимися 
вблизи отдельных центров, по сравнению с 
методом k-средних, несмотря на то, что он 
способен проводить кластеризацию данных с 
более сложной топологией. Только при более 
значительном пространственном разделении 
кластеров метод DBSCAN в нашем примере 
определяет еще один наблюдаемый кластер 
из большого числа точек. 

Применение к тому же набору данных ал-
горитма гравитационного агрегирования с 
вязкостью и отталкиванием в форме Паули 
приводит к выделению трех кластеров. На 
рис. 3 представлены результаты агрегирова-
ния данных за счет притяжения точек. В ис-
ходные значения внесены гауссовы распреде-
ления погрешностей

 
2 2

2

( ) ( )( , ; , ) exp 1 x a y bx y a bρ
σ

 − + −
= − 

 
 (8)

с параметром 0,01.σ =  Масштабирование 
условного времени t  выбрано в соответствии 
со значением 1.λ =

Процесс стягивания в плотные агрегаты 
резко замедляется после формирования пер-
вичных кластеров. Это автоматически решает 
задачу определения числа кластеров, являю-
щейся проблемой во многих других алгорит-
мах кластеризации. Размеры области агреги-
рованных точек определяет точность опре-
деления соответствующего центра кластера. 
Первый кластер полностью совпадает с кла-
стером, полученным методом k-средних. Вто-
рой кластер отличается от результата метода 
k-средних только одной точкой, представля-
ющий выброс и образующий отдельный тре-
тий кластер. 

На рис. 4 показан результат разбиения 
данных на кластеры вязким гравитационным 
алгоритмом. Первые два кластера воспроиз-
водят кластеры, полученные в методе k-сред-

Рис. 1. Кластеризация данных 
методом k-средних

[Fig. 1. Clustering data using the k-means method]

Рис. 2. Кластеризация данных методом 
DBSCAN

[Fig. 2. Clustering data using the DBSCAN method]

Рис. 3. Гравитационное агрегирование данных
[Fig. 3. Gravitational data aggregation]
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них, а третий кластер содержит только одну 
точку (*), являющуюся выбросом, который 
был зафиксирован как отдельный кластер ме-
тодом DBSCAN. 

Принадлежность новых данных к тому 
или иному кластеру в нашем методе опреде-
ляется определением максимальной силы, 
действующей со стороны каждого кластера 
на новую пробную частицу. Для кластера из 
одной точки этот способ определения при-
надлежности для выбранного нами закона 
силы эквивалентен выбору ближайшего цен-
тра кластера в евклидовой метрике.

Если разместить центры агрегатов, по-
лучившихся в результате гравитационного 
стягивания, в  центре масс соответствующих 
кластеров, то процесс кластеризации можно 
продолжить в рамках того же алгоритма и с 
новыми данными, не исключая формирова-
ние новых кластеров.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный в работе вариант грави-
тационного алгоритма кластеризации отли-
чается от известных версий двумя важны-
ми особенностями. В качестве физического 
прототипа выбрано притяжение частиц не 
в свободном пространстве, а в среде с боль-
шой вязкостью. В этом случае агрегирование 
частиц происходит в соответствии с динами-

ческими уравнениями для их скоростей, про-
порциональных интегральной действующей 
на соответствующую частицу силе. 

Для моделирования неточности задания 
данных использовался потенциал отталкива-
ния, выбранный по аналогии с отталкивани-
ем Паули, характерным для ферми-частиц в 
квантовой теории. Такой подход позволяет по-
лучать агрегирование точек в кластеры с опре-
деленной точностью, задаваемой точностью 
исходных данных и обеспечивает автоматиче-
ский останов алгоритма за счет выравнивания 
сил притяжения и отталкивания при доста-
точном сближении частиц. При использова-
нии номинальных данных неопределенность 
в их задании можно рассматривать на основа-
нии нечеткой математики и описывать с помо-
щью соответствующих гауссовских функций 
принадлежности. После этого можно вновь 
применять предложенный в работе вариант 
гравитационного алгоритма кластеризации.

Вязкий гравитационный алгоритм может 
быть распространен на задачи поиска мно-
гомерной оптимизации с помощью подхода, 
основанного на рое частиц с переменной мас-
сой.  В гравитационном алгоритме оптимиза-
ции, массы частиц, представляющих данные, 
увеличиваются с ростом величины целевой 
функции. Благодаря этому, начальный слу-
чайный рой частиц стягивается в область 
максимальных значений целевой функции, 
обеспечивая нахождение экстремума. От-
метим, что в обычном варианте гравитаци-
онный алгоритм поиска был опробован не 
только на тестовых функциях, но и применен 
к важной задаче определения наилучшего 
расположения тепловыделяющих стержней в 
ядерном реакторе [35]. Применение вязкого 
гравитационного алгоритма к многомерным 
задачам оптимизации режимов работы энер-
гетических объектов представляет интерес 
для дальнейших исследований.
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Рис. 4. Кластеризация данных 
гравитационным алгоритмом

[Fig. 4. Clustering of data by the gravitational 
algorithm]
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Annotation. Clustering is one of the basic problems of machine learning, along with pattern 
recognition, classification and forecasting. The role of clustering is especially important in the 
analysis of Big Data, work with which can only be carried out using computer technologies. 
At the same time, the problem of automatic partitioning into clusters, taking into account the 
errors of the initial data, has not up to now an unambiguous solution and requires a search for 
more adequate approaches, including automatic determination of the number of clusters. The 
paper proposes a new method for data clustering, based on a modification of the gravitational 
algorithm, which uses an analogy with the formation of stellar clusters due to the attraction of 
masses in accordance with the law of universal gravitation. When applying this approach to data 
clustering, real physical masses are replaced by points in a multidimensional data space, and the 
motion of these points, taking into account their attraction, leads to the formation of clusters. 
The disadvantage of this method is the manifestation of the effects of inertia, which can hinder 
the clustering process and lead to the ejection of accelerated particles from the cluster at the stage 
of its formation. To exclude such phenomena, we use a model of the dynamics of viscous motion 
of particles representing the data and the natural limitation of the cluster size due to the repulsion 
of particles. When simulating the repulsive force of particles, the interaction in the Pauli form 
was taken for fermions with the same spins and the Gaussian distribution of the error density. 
The basic equations describing the steps of the presented modification of the gravitational al-
gorithm are written. A numerical example demonstrates the features and advantages of the vis-
cous gravity algorithm in comparison with the k-means method and the density-based DBSCAN 
method, including automatic termination of the procedure when the main clustering process is 
completed. The results obtained allow for blind clustering of Big Data, and can be generalized to 
solving multidimensional optimization problems.
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