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Аннотация. Модифицированный метод удерживания кислоты является одним из наиболее перспек-
тивных методов очистки компонентов и разделения смеси солей и кислот в технологических процессах. 
Разработка теоретических представлений и построение математических моделей, с помощью которых 
можно изучать процесс при различном выборе режимов его проведения, является необходимым шагом 
к его оптимизации. 
В данной работе предложена математическая модель явления, ключевыми особенностями которой яв-
ляются учет химического равновесия в многокомпонентной системе и учет неоднородного характера 
зоны раствора внутри микропор. А именно, была выделена область вблизи полимерных нитей гелевого 
сорбента, в которой на молекулы действуют дипольные силы, приводящие к изменению концентраций 
компонентов, и, соответственно, меняющие соотношения равновесия между разными частями раствора 
в микропорах и количеством сорбированного вещества. На основе предложенной модели была реали-
зована компьютерная программа, позволяющая проводить численные расчеты и сравнивать их с дан-
ными эксперимента. Модель была проверена на результатах опытов по очистке экстракционной фос-
форной кислоты модифицированным методом удерживания кислоты, который применим для смесей с 
плохо растворимыми компонентами. Экспериментальные кривые выходных концентраций имеют спе-
цифический вид, ключевыми особенностями которых являются наличие резких пиков концентраций 
солей, наклон выходных кривых при промывке и др. Было выяснено, что при подборе некоторого, не-
большого числа коэффициентов, модель воспроизводит всю совокупность характерных показателей 
выходных данных с точностью не ниже экспериментальной и таким образом позволяет определять ха-
рактеристики сорбции. Предложенная модель может быть использована для описания динамики про-
цесса в других растворах и сорбентах при соответствующих модификациях. 
Ключевые слова: модифицированный метод удерживания кислоты, разделение солей и кислот, хими-
ческое равновесие, математическое моделирование, молекулярная сорбция. 
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Abstract. The modified acid retardation method is one of the most promising methods for purification of 
components and separating a mixture of salts and acids in industrial processes. The development of theoretical 
concepts and the construction of mathematical models that can be used to study the process with a different 
choice of modes of implementation is a necessary step towards its optimization. 
 In this study, a mathematical model of the phenomenon was proposed, the key features of which are taking 
into account chemical equilibrium in a multicomponent system and taking into account the inhomogeneous 
nature of the solution zone inside micropores. Namely, a region near the polymer filaments of the gel sorbent 
was identified. In this region dipole forces act on the molecules, leading to a change in the concentrations of 
the components, and, accordingly, changing the equilibrium ratios between different parts of the solution in 
micropores and the amount of the sorbed substance. 
 Based on the proposed model, a computer program that allows to carry out numerical calculations and compare 
them with experimental data was implemented. The model was tested for the results of experiments on the 
purification of extractive phosphoric acid by a modified acid retardation method, which is applicable to mix-
tures with poorly soluble components. The experimental curves of output concentrations have a specific form, 
the key features are the presence of sharp peaks in salt concentrations, the slope of the output curves during 
washing, etc. It was found that when selecting a certain, small number of coefficients, the model reproduces 
the entire set of characteristic indicators of the output data with an accuracy not lower than the experimental 
one and thus makes it possible to determine the sorption characteristics. The proposed model can be used to 
describe the dynamics of the process in other solutions and sorbents with appropriate modifications.  
Keywords: modified acid retardation method, separation of salts and acids, chemical equilibrium, mathemat-
ical modelling, molecular sorption. 
For citation: Kaznacheev M.A., Tikhonov N.A., Khamizov R.Kh. Modelling the dynamics of separation of 
the components of extractive phosphoric acid during its sorption purification using a modified acid retardation 
method. Sorbtsionnye i khromatograficheskie protsessy. 2022. 22(5): 612-621. (In Russ.). 
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Введение 
Метод удерживания кислоты является 

одним из наиболее перспективных мето-
дов очистки кислот от солей и разделения 
их смесей в технологических процессах 
[1-4]. Его идея заключается в том, что 
смесь солей и кислот с общим анионом 
пропускается через колонку с гелевым 
анионитом, находящемся в той же анион-
ной форме, что и очищаемая кислота, 
чтобы исключить ионный обмен. На пер-
вом этапе процесса компоненты, содер-
жащиеся в растворе, проникают в нано-
размерные поры, сорбируются и задер-
живаются в них. Солевые компоненты 
удерживаются слабее и быстро вытесня-
ются кислотой. Этот процесс продолжа-
ется до тех пор, пока не прекратится 
сорбция кислоты в нанопорах и она не по-
явится на выходе колонки. Далее осу-
ществляется второй этап – промывка слоя 
в колонке водой. При этом вытесняется 
удержанная кислота, которая может до-
стигать более высокой концентрации, 
чем в исходной смеси, а анионит регене-

рируется и возвращается в исходное со-
стояние, что позволяет осуществлять по-
вторяющиеся циклы разделения компо-
нентов.  

Классический вариант метода, предло-
женный его авторами [1], можно было ис-
пользовать для нитратных и хлоридных 
сред или сред, не содержащих осадкооб-
разующие солевые примеси после их от-
деления от кислот. Для промышленного 
применения метода важной задачей явля-
лось его усовершенствование, которое 
было предложено в работах [5, 8] под 
названием: «модифицированный метод 
удерживания кислоты» (Modified Acid 
Retardation). Его идея состоит в использо-
вании вместо воды разбавленного рас-
твора той же кислоты, что и в исходном 
растворе. Для этого периодически один 
из циклов процесса проводят в режиме 
полной регенерации анионита с получе-
нием глубокоочищенных хвостовых 
фракций разбавленного раствора кис-
лоты. После этого проводят несколько 
повторяющихся циклов процесса в усло-
виях неполной регенерации анионита, 
вытесняя концентрированный раствор 
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удержанной кислоты указанным разбав-
ленным раствором.  

В данной работе рассматриваются ре-
зультаты эксперимента [5] по очистке 
экстракционной фосфорной кислоты, со-
держащей плохо растворимые примеси. 
Веществами с наибольшей концентра-
цией (кроме фосфорной кислоты) явля-
ются соли кальция, алюминия и железа, 
поведение которых будет далее анализи-
роваться в данной работе. На рисунке 1 
изображены выходные кривые солей и 
кислоты в эксперименте [5], нормирован-
ные на входные концентрации. На пер-
вом этапе из колонки выходит раствор, 
несущий основное количество солей, да-
лее осуществляется стадия вытеснения – 
промывка. При промывке выходит основ-
ная часть кислоты. Цикл повторяется. 

Выходные кривые солей характеризу-
ются наличием размытых пиков и более 
ранним снижением концентрации при 
промывке на выходе из колонки по срав-
нению с кислотой. Эти характеристики 
являются существенными для степени от-
деления вышедшей кислоты и солей.  

Определение оптимальных режимов 
работы модифицированного метода удер-
живания кислоты и разработка теорети-
ческих представлений требуют построе-
ния математических моделей, с помощью 
которых можно изучать процесс при раз-
личном выборе его параметров. Построе-
ние моделей при этом должно опираться 
на имеющиеся опытные данные и воспро-
изводить результаты экспериментов. 

Теоретическое исследование ранее 
было предпринято для случая хорошо 
растворимых компонентов [6-8]. В ра-
боте [7] было показано, что существен-
ным явлением, определяющим всю дина-
мику удерживания компонентов внутри 
колонки, является молекулярная сорбция 
в микропорах, недоступная прямому экс-
периментальному исследованию.  

В настоящей работе предложена мате-
матическая модель рассматриваемого ди-
намического процесса, учитывающая пе-
ренос вещества, химическое равновесие 

между компонентами в сложной много-
компонентной системе во внешнем рас-
творе и порах сорбента, а также кинетику 
молекулярной сорбции в микропорах. Ре-
ализована компьютерная программа, поз-
воляющая проводить численные расчеты 
на основе предложенной модели.  

Модель воспроизводит ключевые эф-
фекты проведенных экспериментов, ос-
новные особенности имеющихся экспе-
риментальных кривых, такие как пики 
выходных концентраций, наклон кривых 
при промывке, и позволяет определять 
характеристики молекулярной сорбции. 

Теоретическая часть 
Построение модели будем осуществ-

лять в рамках изложенных ниже предпо-
ложений. В силу близости свойств си-
стем: FePO4 – H3PO4 – H2O [10] и AlPO4 – 
H3PO4 – H2O [11], (имея ввиду равновес-
ные параметры и растворимость солей) и 
для упрощения расчетов мы условно объ-
единим в одну систему, используя обо-
значение «Fe».  

На начальной стадии теоретического 
анализа нами была сделана попытка опи-
сания кинетики молекулярной сорбции 
по наиболее простому механизму, а 
именно: вещество переносится по про-
точным каналам, а в микропорах проис-
ходит его сорбция. Пусть 𝑐𝑐𝑖𝑖 – молекуляр-
ная концентрация i-го вещества в рас-
творе (i = P, Ca, Fe) , 𝑎𝑎𝑖𝑖 – его концентра-
ция в сорбированном виде , а 𝐴𝐴𝑖𝑖 – концен-
трация i-го вещества в сорбированном 
виде, равновесная значению 𝑐𝑐𝑖𝑖. Пусть 𝑐𝑐𝑖𝑖 и 
𝐴𝐴𝑖𝑖 связаны условием равновесия 𝜇𝜇𝑖𝑖

с𝑖𝑖
𝐴𝐴𝑖𝑖

=
𝑐𝑐𝑤𝑤
𝐴𝐴𝑤𝑤

, где индекс w соответствует молеку-
лам воды. При этом скорость процесса 
сорбции пропорциональна разности 
(𝐴𝐴𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑖𝑖). Как показало численное моде-
лирование, ни при каких значениях 𝜇𝜇𝑖𝑖 ре-
зультаты расчетов по приведенной мо-
дели не соответствуют опытным данным 
в рамках их точности. Следовательно, 
физический процесс имеет более слож-
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ный характер. Необходимо рассматри-
вать более подробную модель происходя-
щего внутри микропор. 

Будем рассматривать трехслойную мо-
дель пространства, заполненного раство-
ром. 

1-ый слой – внешний раствор, запол-
няющий проточные каналы между зер-
нами сорбента. В нем выполнены уравне-
ния переноса вещества:  

𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑚𝑚𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑣𝑣 𝜕𝜕𝑚𝑚𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐽𝐽𝑖𝑖.𝑚𝑚𝑖𝑖|𝜕𝜕=0 =
𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑏𝑏(𝑡𝑡),𝑚𝑚𝑖𝑖|𝜕𝜕=0 = 𝑚𝑚𝑖𝑖

0(𝑥𝑥) (1) 
индекс i обозначает рассматриваемый 
элемент (P, Ca, Fe), x – координата вдоль 
колонки, 𝑚𝑚𝑖𝑖 – суммарная концентрация i-
го элемента в содержащих его соедине-
ниях, 𝜀𝜀 – пористость сорбента, 𝑣𝑣 – ско-
рость потока сквозь колонку с сорбентом, 

iJ  – поток элемента в микропоры. 
Граничные 𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑏𝑏(𝑡𝑡) и начальные 𝑚𝑚𝑖𝑖
0(𝑥𝑥) 

условия определяются режимом проведе-
ния процесса. А именно, после прохожде-
ния объема раствора, содержащего смесь 
компонентов, на вход колонки для про-
мывки подавался слабый раствор фос-
форной кислоты с концентраций 0.15 
моль/дм3. 

2-ой слой – внутренний раствор в геле-
вом пространстве (микропорах) зерен 
сорбента. Он условно делится на две ча-
сти. 

Первая из них - «свободный раствор», 
находящийся в микропорах на относи-
тельном удалении от нитей скелета сор-
бента. В этой части концентрации компо-
нентов такие же, как во внешнем рас-
творе [12]. Молекулярные концентрации 
в «свободном» внутреннем растворе 
равны 𝑐𝑐𝑖𝑖. 

Вторая часть – это тонкий слой, при-
мыкающий к нитям сорбента (будем для 
краткости называть его просто «примы-
кающий» слой). Обозначим молекуляр-
ные концентрации в нем, как 𝑐𝑐�̅�𝑖. В этом 
слое проявляются силы притяжения, дей-
ствующие на полярные молекулы со сто-
роны сорбционных центров. Действие 
этих сил различно для молекул разной 

степени полярности и разного размера - 
молекулы по-разному притягиваются к 
нитям. Поэтому концентрации различ-
ного вида молекул в «примыкающей» ча-
сти отличается от концентраций в «сво-
бодном растворе». Поскольку объем 
«примыкающего» слоя примерно посто-
янный, то имеет место конкуренция 
между молекулами разного вида (вклю-
чая полярные молекулы воды).  

При фиксированном значении 𝑐𝑐𝑖𝑖, с 
увеличением значений 𝑐𝑐𝑗𝑗  (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗), изменя-
ется концентрация 𝑐𝑐�̅�𝑖. Она будет умень-
шаться тем больше, чем сильнее притяги-
ваются молекулы j-го типа к сорбирую-
щим центрам, чем они крупнее и сильнее 
экранируют центры сорбции от молекул 
𝑐𝑐𝑖𝑖. Изменение 𝑐𝑐𝑖𝑖, при фиксированных 𝑐𝑐𝑗𝑗, 
влечет за собой изменение 𝑐𝑐𝑤𝑤 и, тем са-
мым, также сказывается на отношении 
𝑐𝑐�̅�𝑖/𝑐𝑐𝑖𝑖. 

Учитывая сказанное, будем считать, 
что связь 𝑐𝑐𝑖𝑖 и 𝑐𝑐�̅�𝑖 можно представить в 
виде: 

𝑐𝑐𝑖𝑖
𝑐𝑐�̅�𝑖

= 1 +∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑗𝑗𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗  (𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 𝑃𝑃,𝐶𝐶𝑎𝑎,𝐹𝐹𝐹𝐹) (2) 
где 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑗𝑗 пока неизвестные коэффициенты. 

Мы предполагаем, что гидратирован-
ные ионы не оказывают существенного 
влияния на концентрации молекул в 
«примыкающем» слое. Расчеты химиче-
ского равновесия в данной системе (см. 
ниже формулы 5-7) показывают, что кон-
центрации ионов оказываются значи-
тельно ниже, чем концентрации молекул 
фосфорной кислоты и солей. Кроме того, 
ионы в гидратных оболочках по размеру 
превосходят молекулы и поэтому проиг-
рывают последним в конкуренции за по-
падание в «примыкающий» слой. 

3-ий слой – слой сорбированных моле-
кул на поверхности нитей скелета.  

Пусть 𝑎𝑎𝑖𝑖 – концентрация i сорбирован-
ного вещества (i = P, Ca, Fe) , а 𝐴𝐴𝑖𝑖 –кон-
центрация i-го вещества в сорбированном 
виде, равновесная значению 𝑐𝑐�̅�𝑖. Связь 
между 𝑐𝑐�̅�𝑖 и 𝐴𝐴𝑖𝑖 будем описывать соотноше-
нием: 
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𝜇𝜇𝑃𝑃
𝑐𝑐�̅�𝑃
𝐴𝐴𝑃𝑃

= 𝜇𝜇𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑐𝑐�̅�𝐶𝐶𝐶
𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝜇𝜇𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐�̅�𝐹𝐹𝐹
𝐴𝐴𝐹𝐹𝐹𝐹

= 𝑐𝑐�̅�𝑤
𝐴𝐴𝑤𝑤

 (3) 
где коэффициенты 𝜇𝜇𝑖𝑖 характеризуют се-
лективность сорбционных центров к мо-
лекулам i-го типа .  

Изменение 𝑎𝑎𝑖𝑖 во времени будем опи-
сывать соотношениями: 

𝜕𝜕𝐶𝐶𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝐽𝐽𝑖𝑖 = 𝛽𝛽(𝐴𝐴𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑖𝑖) (4) 
В проточном слое и внутреннем «сво-

бодном растворе» учитываем присут-
ствие компонентов: 
𝐻𝐻+,𝐻𝐻3𝑃𝑃𝑂𝑂4,𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4−,𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂42−,𝑃𝑃𝑂𝑂43−,𝐶𝐶𝑎𝑎2+, 
 𝐶𝐶𝑎𝑎(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)2,𝐶𝐶𝑎𝑎𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4,𝐶𝐶𝑎𝑎3(𝑃𝑃𝑂𝑂4)2,𝐹𝐹𝐹𝐹3+, 

 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)3,𝐹𝐹𝐹𝐹2(𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4)3,𝐹𝐹𝐹𝐹𝑃𝑃𝑂𝑂4. 
Тогда уравнения диссоциации будут 

иметь вид: 

𝐾𝐾𝐶𝐶1 =
[𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4−][𝐻𝐻+]

[𝐻𝐻3𝑃𝑃𝑂𝑂4]
  

𝐾𝐾𝐶𝐶2 =
[𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂42−][𝐻𝐻+]

[𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4−]
 𝐾𝐾𝐶𝐶3 =

[𝑃𝑃𝑂𝑂43−][𝐻𝐻+]
[𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂42−]

 

𝐾𝐾𝑠𝑠1𝐶𝐶𝐶𝐶 =
[𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4−]2[𝐶𝐶𝑎𝑎2+]

[𝐶𝐶𝑎𝑎(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)2]
 

 
 
𝐾𝐾𝑠𝑠2𝐶𝐶𝐶𝐶 =

[𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂42−][𝐶𝐶𝑎𝑎2+]
[𝐶𝐶𝑎𝑎𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4]  

 𝐾𝐾𝑠𝑠3𝐶𝐶𝐶𝐶 = [𝑃𝑃𝑂𝑂43−]2[𝐶𝐶𝐶𝐶2+]3

[𝐶𝐶𝐶𝐶3(𝑃𝑃𝑂𝑂4)2]
(5) 

𝐾𝐾𝑠𝑠1𝐹𝐹𝐹𝐹 =
[𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4−]3[𝐹𝐹𝐹𝐹3+]

[𝐹𝐹𝐹𝐹(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)3]
 

 𝐾𝐾𝑠𝑠2𝐹𝐹𝐹𝐹 =
[𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂42−]3[𝐹𝐹𝐹𝐹3+]2

[𝐹𝐹𝐹𝐹2(𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4)3]
 

 𝐾𝐾𝑠𝑠3𝐹𝐹𝐹𝐹 =
[𝑃𝑃𝑂𝑂43−][𝐹𝐹𝐹𝐹3+]

[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑃𝑃𝑂𝑂4]
  

Уравнения материального баланса бу-
дут иметь вид: 

[𝐻𝐻3𝑃𝑃𝑂𝑂4] + [𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4−] + [𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂42−] + [𝑃𝑃𝑂𝑂43−]
+ 2[𝐶𝐶𝑎𝑎(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)2]
+ [𝐶𝐶𝑎𝑎𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4] + 2[𝐶𝐶𝑎𝑎3(𝑃𝑃𝑂𝑂4)2]
+ 3[𝐹𝐹𝐹𝐹(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)3]
+ 3[𝐹𝐹𝐹𝐹2(𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4)3] + [𝐹𝐹𝐹𝐹𝑃𝑃𝑂𝑂4]
= 𝑚𝑚𝑃𝑃 

[𝐶𝐶𝑎𝑎2+] + [𝐶𝐶𝑎𝑎(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)2] + [𝐶𝐶𝑎𝑎𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4] +
3[𝐶𝐶𝑎𝑎3(𝑃𝑃𝑂𝑂4)2] = 𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶(6) 

[𝐹𝐹𝐹𝐹3+] + [𝐹𝐹𝐹𝐹(𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4)3] + 2[𝐹𝐹𝐹𝐹2(𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂4)3]
+ [𝐹𝐹𝐹𝐹𝑃𝑃𝑂𝑂4] = 𝑚𝑚𝐹𝐹𝐹𝐹 

Уравнение электронейтральности: 
[𝐻𝐻+] + 2[𝐶𝐶𝑎𝑎2+] + 3[𝐹𝐹𝐹𝐹3+]− [𝐻𝐻2𝑃𝑃𝑂𝑂4−] −
2[𝐻𝐻𝑃𝑃𝑂𝑂42−]− 3[𝑃𝑃𝑂𝑂43−] = 0  (7) 

Поведение системы (5-7) при задан-
ных 𝑚𝑚𝑖𝑖 исследовано в работе [9]. 

Соотношения (1-8) образует полную 
систему уравнений, позволяющую при 
заданных коэффициентах рассчитать все 
входящие величины. Эта система явля-
ется математической моделью процесса. 

Обсуждение результатов 
В модели содержатся неизвестные па-

раметры в соотношениях (2) и (3). Даль-
нейшее исследование модели состоит в 
том, чтобы проверить: 

1. Будут ли соответствовать резуль-
таты расчетов на базе модели опытным 
данным (рис.1) при некотором выборе 
этих параметров; 

2. Какое минимальное количество ко-
эффициентов нужно взять для получения 
соответствия результатов. Будет ли это 
количество меньше, чем количество ха-
рактерных показателей на выходных кри-
вых в опытах. 

Для начала рассмотрим сорбцию од-
ной лишь фосфорной кислоты. Это ра-
зумно, поскольку концентрация кислоты 
на порядок превышает суммарную кон-
центрацию добавок (См. подпись под 
рис.1). Полагаем 𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑏𝑏(𝑡𝑡) = 𝑚𝑚𝑖𝑖|𝜕𝜕=0 = 0 для 
(i = Ca, Fe) – соединения, содержащие Ca 
и Fe, отсутствуют. В опытах и расчетах 
использовались следующие значения: по-
ристость 𝜀𝜀 = 0.35, скорость потока 𝑣𝑣 =
2.08 ∙ 10−5 м/с, длина колонки 𝐿𝐿 = 0.187 
м. 

Учитывая, что вода доминирует в рас-
творе, коэффициенты 𝜇𝜇𝑖𝑖 можно предста-
вить следующем образом: 

𝜇𝜇𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑐𝑐�̅�𝑤
𝐴𝐴𝑤𝑤

   (8) 
Из уравнений (2-3) можно записать 

следующее выражение, похожее на фор-
мулу Ленгмюра, для равновесной кон-
центрации 𝐴𝐴𝑝𝑝: 

𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝛼𝛼𝑃𝑃𝑐𝑐𝑃𝑃
1+𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃𝑐𝑐𝑃𝑃

   (9) 
где 𝛼𝛼𝑃𝑃 и 𝑘𝑘𝑃𝑃 являются неизвестными кон-
стантами, которые необходимо опреде-
лить при анализе экспериментальных 
данных.  
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Значение константы 𝛽𝛽 (при ее правдо-
подобных значениях) слабо влияет на ре-
зультаты расчетов. Тем самым два пара-
метра: 𝛼𝛼𝑃𝑃 и 𝑘𝑘𝑃𝑃, в случае, если модель 
верна, должны обеспечить правильное 
положение (начало и конец) основного 
«пика» на выходной кривой, средний 
наклон и растянутость переднего фронта, 
наклон и растянутость заднего фронта. 
Полученное решение, при значениях 
𝛼𝛼𝑝𝑝 = 0.5525 и 𝑘𝑘𝑝𝑝 = 0.065, представлено 
на рисунке 2 для фосфорной кислоты: 

Несмотря на то, что данный расчет не 
учитывал влияние минорных компонен-

тов, полученные константы могут ис-
пользоваться в качестве опорных значе-
ний при дальнейшем исследовании. 

Рассмотрим задачу, учитывая P, Ca и 
Fe. Коэффициенты 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑗𝑗 в (2) характери-
зуют то, насколько при увеличении кон-
центрации 𝑐𝑐𝑖𝑖 во внутреннем растворе за 
счет конкуренции в прилегающем слое 
уменьшается с�𝑗𝑗/𝑐𝑐𝑗𝑗. Вначале была пред-
принята попытка исследовать модель в 
предположении, что «конкурентоспособ-
ность» всех видов молекул одинакова, то 
есть в (2) выполнены равенства 𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 =
𝑘𝑘𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑘𝑘𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 и аналогичные равенства для 
других компонентов. При таком подходе 

 
Рис. 1. Концентрации на выходе из колонки в эксперименте [5], нормированные на 

входные концентрации: CP=2.549 моль/дм3, CCa=0.024 моль/дм3, CFe=0.161 моль/дм3. 
1 – фосфорная кислота, 2 – кальций, 3 – железо. 

Fig. 1. The concentrations at the outlet of the column in the experiment [5], normalized to the 
input concentrations: CP=2.549 mol/dm3, CCa=0.024 mol/dm3, CFe=0.161 mol/dm3.  

1 – phosphoric acid, 2 – calcium, 3 – iron. 
 

 
Рис. 2. Экспериментальные точки и теоретическая выходная кривая фосфорной 

кислоты (в относительных концентрациях фосфора). 1 – теоретическая кривая,  
2 – экспериментальные данные. 

Fig. 2. Experimental points and theoretical output curve of phosphoric acid (in relative 
phosphorus concentrations). 1 – theoretical curve, 2 – experimental data. 
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получаемая модель имеет наименьшее 
число неизвестных параметров, которые 
нужно определить, исходя из экспери-
ментальных данных. Однако выяснилось, 
что в этом случае не удается воспроизве-
сти наиболее существенные особенности 
кривых выходных концентраций. Необ-
ходимо учитывать более сложный вид за-
висимостей (2), в которых коэффициенты 
𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃, 𝑘𝑘𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑘𝑘𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 могут иметь различные 
значения. Как показали дальнейшие рас-
четы, этого оказалось достаточно, чтобы 
модель стала адекватно воспроизводить 
опытные данные. 

На рисунке 3, на котором повторяются 
экспериментальные точки, приведенные 
на рис.1, для того чтобы более ясно пред-
ставить детали теоретических расчетов 
динамических выходных кривых, пока-
заны результаты для смеси фосфорной 

кислоты и солей кальция и «железа» 
(суммы железа и алюминия). С учетом 
погрешности измерений предложенная 
модель успешно воспроизводит поведе-
ние экспериментально полученных вы-
ходных кривых. 

При моделировании было выяснено, 
что имеющиеся относительно малые 
концентрации добавок Ca и Fe 
оказывают слабое влияния на 
соотношения с�𝑗𝑗/𝑐𝑐𝑗𝑗 (𝑘𝑘𝑖𝑖𝐶𝐶𝐶𝐶𝑐𝑐𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑘𝑘𝑖𝑖𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝐹𝐹𝐹𝐹 ≪
1) и, тем самым, на динамику процесса. 
Основное влияние оказывает изменение 
концентрации 𝑐𝑐𝑃𝑃. С учетом точности 
эксперимента, коэффициенты 𝑘𝑘𝐶𝐶𝐶𝐶𝑃𝑃 =
𝑘𝑘𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑘𝑘𝐶𝐶𝐶𝐶𝐹𝐹𝐹𝐹 и 𝑘𝑘𝐹𝐹𝐹𝐹𝑃𝑃 = 𝑘𝑘𝐹𝐹𝐹𝐹𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑘𝑘𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 
можно положить равными нулю, а  𝑘𝑘𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶 
и 𝑘𝑘𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 равными друг другу. Для 
определения более точных значений 

 
Рис. 3 Концентрации на выходе из колонки из эксперимента [5] и на основе 

численного моделирования. 1 – теоретическая кривая для фосфорной кислоты, 
2 – экспериментальные данные для фосфорной кислоты, 3 – теоретическая кривая для 

кальция, 4 – экспериментальные данные для кальция, 5 – теоретическая кривая для 
железа, 6 – экспериментальные данные для железа. 

Fig. 3 Concentrations at the outlet of the column from the experiment [5] and based on nu-
merical simulations. 1 – theoretical curve for phosphoric acid, 2 – experimental data for phos-

phoric acid, 3 – theoretical curve for calcium, 4 – experimental data for calcium, 5 – theoretical 
curve for iron, 6 – experimental data for iron. 

 
Таблица 1. Константы, найденные в ходе моделирования. 
Table 1. Constants found during the simulation. 

Константа Величина 
𝛼𝛼𝑃𝑃 0.5525 
𝛼𝛼𝐶𝐶𝐶𝐶 0.665 
𝛼𝛼𝐹𝐹𝐹𝐹 2.04 
𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 0.065 

𝑘𝑘𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑘𝑘𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 4.3 
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этих коэффициентов нужны более 
точные опытные данные. 

В таблице представлены значения 
найденных констант, использованных в 
итоговом варианте. Показаны отличные 
от нуля значения k и константы  
𝛼𝛼𝑖𝑖, связанные с 𝜇𝜇𝑃𝑃 соотношением (8). 

В ходе многочисленных расчетов 
предпринимались попытки учитывать 
меньшее число действующих физических 
факторов (соответственно использовать 
меньшее число параметров), но это не 
позволяло воспроизвести все 
существенные характеристи 
экспериментальных данных. 

Отметим, что число подобраных 
параметров является небольшим, 
учитывая число характерных показателей 
на выходных кривых. Во-первых, для 
каждого элемента необходимо 
воспроизвести положение, высоту и 
площадь пика выходной концентрации, 
во-вторых, положение спада всех 
концентраций при промывке и форму 
участка перехода выходных 
концентраций на спад, а также форму 
кривых концентраций при промывке.  

Хорошее соответствие расчета и экс-
перимента свидетельствует о правомер-
ности использования модели в рассмат-
риваемом случае. 

Заключение 
В работе предложена математическая 

модель метода удерживания кислоты для 
процесса очистки экстракционной фос-
форной кислоты. Ключевыми особенно-
стями данной модели являются: 

1) использование соотношений хими-
ческого равновесия в многокомпонент-
ном растворе. 

2) учет неоднородного характера зоны 
раствора внутри микропор. Была выде-
лена область вблизи нитей сорбента, в ко-
торой на молекулы действуют дипольные 
силы, приводящие к изменению концен-
траций компонентов. 

3) учет равновесных соотношений 
между разными частями раствора в мик-
ропорах и количеством сорбированного 
вещества. 

Был построен алгоритм расчета полу-
ченной системы достаточно сложных не-
линейных уравнений модели и реализо-
вана соответствующая компьютерная 
программа для проведения расчетов. Не-
известные коэффициенты модели были 
определены на основе эксперименталь-
ных выходных кривых. Было установ-
лено минимальное число независимых 
коэффициентов, при котором возможно 
адекватное воспроизведение результатов 
эксперимента. Предложенная модель мо-
жет быть модифицирована для описания 
динамики процесса при других растворах 
и сорбентах.  
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