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Аннотация. Изучается явление изотермического пересыщения в пористой среде при ионном обмене. 

Оно заключается в том, что образуется раствор концентрации существенно более высокой, чем макси-

мальная растворимость вещества в обычных условиях, и не происходить выпадения осадка внутри пор 

сорбента. Такой процесс распространен в природе, например, при геохимических процессах рудообра-

зования. Экспериментально эффект наблюдался начиная с 79-80 годов. Его значение в том, что появ-

ляется возможность перерабатывать концентрированные растворы. 

В работах ряда авторов был отмечен общий характер явления и дано объяснение устойчивости пересыщен-

ного раствора в микропорах ионитов. Вопрос о том, почему не происходит выпадения осадка порах 

большего размера остается открытым. Не известны какие-либо количественные соотношения, опреде-

ляющие возможную степень пересыщения, в зависимости от концентрации растворенного вещества и 

физических параметров пористой среды. 

В настоящей работе показано, что явление изотермического пересыщения раствора в порах ионита 

можно объяснить не изменением термодинамических условий, по сравнению с обычными, а эффектом 

уменьшения количества пересыщенной фазы в форме, из которой может формироваться осадок. Это 

уменьшение является результатом динамического равновесия между объединением частиц конденси-

рованной фазы во внутренней части пор и их распадом вблизи поверхности зерен сорбента. 

На основе моделирования процесса, с учетом: соотношений, определяющих объединение и распадение 

частиц пересыщенной фазы в растворе; неоднородности электростатического потенциала вблизи по-

верхности зерен сорбента; диффузии и переноса раствора; влияния на протекание процесса таких па-

раметров, как скорость потока, величина зерен сорбента и др., удается рассчитать возможную макси-

мальную степень пересыщения раствора в пористой среде, при которой отсутствует выпадение осадка.   

Полученный результат моделирования сравнивается с литературными данными по эксперименталь-

ному наблюдению процесса пересыщения. 

Ключевые слова: математическое моделирование, изотермическое пересыщение, ионный обмен, ди-

намическое равновесие.  
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Abstract. The phenomenon of isothermal supersaturation in a porous medium during ion exchange was stud-

ied. This phenomenon consists in the formation of the solution with a concentration significantly higher than 

the maximum solubility of the substance under normal conditions, and no precipitation occurs inside the pores 

of the sorbent. This process is common in nature, for example, during geochemical processes of ore formation. 
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The effect has been observed experimentally since the 1979-80s. This phenomenon allows the processing of 

concentrated solutions. 

In the studies of a number of authors, the general nature of the phenomenon was noted and an explanation for 

the stability of a supersaturated solution in the micropores of ion exchangers was provided. The question of 

why sedimentation does not occur in larger pores remains open. There are no known quantitative relationships 

that determine the possible degree of supersaturation, depending on the concentration of the dissolved sub-

stance and the physical parameters of the porous medium. 

This study demonstrates that the phenomenon of isothermal supersaturation of the solution in the pores of the 

ion exchanger can be explained not by a change in thermodynamic conditions, compared to normal ones, but 

by the effect of a decrease in the amount of supersaturated phase in the form from which a precipitate can be 

formed. This decrease is the result of a dynamic equilibrium between the aggregation of condensed phase 

particles in the interior of the pores and their disintegration near the surface of the sorbent grains. 

Using the modeling of the process it is possible to calculate the possible maximum degree of supersaturation 

of the solution in a porous medium at which precipitation does not occur. The modeling should take into ac-

count: the relationships that determine the aggregation and disintegration of supersaturated phase particles in 

the solution; the heterogeneity of the electrostatic potential near the surface of the sorbent grains; the diffusion 

and transport of the solution; the influence of such parameters as flow rate and sorbent grain size on the process.  

The obtained modeling result should be compared with the literature data on the experimental observation of 

the supersaturation process. 

Keywords: mathematical modeling, isothermal supersaturation, ion exchange, dynamic equilibrium.  

For citation: Tikhonov N.A. Possible Degree of Isothermal Supersaturation of Solutions During Ion Ex-
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Введение 

Явление изотермического пересыще-

ния проявляется в том, что в пористой 

среде при процессах ионного обмена мо-

гут образоваться растворы с концентра-

циями на порядок выше максимальной 

растворимости веществ, а осаждение в 

среде не происходит. Осадок выпадает 

только после выхода из ионита. 

Впервые данный эффект был отмечен 

в работе [1], в которой исследовалась ме-

тодика очистки морской воды от солей 

кальция с помощью ионообменника. 

Концепция изотермического пересыще-

ния в ионном обмене была ведена в [2,3], 

где был обнаружен аналогичный эффект 

для аминокислот. Позднее были исследо-

ваны процессы ионного обмена с исполь-

зованием различных катионных и анион-

ных смол, сопровождающиеся изотерми-

ческим пересыщением и приводящие к 

образованию неорганических солей, та-

ких как карбонат магния, сульфат каль-

ция, сульфаты натрия и калия, двойные 

соли аммония и магния и т.д. [4-7]. Эф-

фект изотермического пересыщения при-

сутствует в природных геохимических 

процессах, связанных с фильтрацией в 

пористых средах [8]. Это указывает на то, 

что рассматриваемое явление носит об-

щий характер [9]. 

Практическая значимость явления за-

ключается в возможности обрабатывать 

концентрированные растворы и тем са-

мым преодолевать одно из основных 

ограничений применения ионного об-

мена для технологии.  

Результаты экспериментальных иссле-

дований эффекта изотермического пере-

сыщения при разных режимах проведе-

ния процесса, приведены в [10,11]. В то 

же время, несмотря на опытное наблюде-

ние и практическое использование, во-

прос о причинах стабилизации много-

кратно пересыщенного раствора в ионо-

обменном слое недостаточно изучен. 

В [9] было получено объяснение 

устойчивости пересыщенного раствора в 

микропорах гелевых ионитов. Суть его 

заключается в том, что образование кри-

сталлических ядер энергетически вы-

годно только начиная с некоторого коли-

чества входящих в него частиц, тогда как 

в микропорах этого количества может не 

существовать.  

Труднее объяснить, почему пересы-

щенный раствор стабилизируется в боль-

ших порах или зернистых трещинах. 
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Были высказаны некоторые предположе-

ния [4,9] указывающие на то, что в порах 

сорбента могут возникать условия, кото-

рые могут замедлить образование твер-

дой фазы. Это отталкивание зарядов кол-

лоидных мицелл и функциональных 

групп на поверхности ионообменника 

или, наоборот, формирование слоя ми-

целл, очищающего основную часть поро-

вого раствора от конденсированной фазы 

до уровня ее растворимости. 

Эти объяснения имеют свои недо-

статки. Например, в первом случае отсут-

ствие осадка не связано с размером пор, 

нет количественных оценок стабилиза-

ции раствора в порах. Во втором случае 

наши расчеты показывают, что иммоби-

лизация раствора из-за образования слоя 

мицелл на поверхности сорбента недо-

статочна для необходимого снижения 

концентрации конденсированной фазы в 

порах. До сих пор вопрос о причинах ста-

билизации пересыщенного раствора в не 

слишком малых порах слоя ионообмен-

ника остается открытым.  

В общем случае процесс осаждения 

можно разделить на два этапа – на обра-

зование первичных центров кристаллиза-

ции и на объединение агрегированных ча-

стиц пересыщенной фазы между собой 

[12,13]. В работе [14] показано, что явление 

пересыщения можно объяснить распадом 

таких частиц вблизи поверхности зерен 

ионита. В настоящей работе развит этот 

подход и сделана попытка получить коли-

чественную оценку возможной степени пе-

ресыщения раствора в зависимости от па-

раметров процесса ионного обмена.  

Моделирование использует резуль-

таты имеющихся экспериментальных 

данных [11] и теоретический материал, 

представленный в [13, 14]. 

Образование пересыщенного рас-

твора в процессе ионного обмена 

Будем для краткости называть про-

цесс, протекающий в достаточно боль-

шом объеме раствора, где влияние сте-

нок, ограничивающих объем, не суще-

ственно – процессом в «колбе». Процес-

сом «в порах» будем называть происхо-

дящее в межзерновом пространстве или 

трещинах гранул слоя зернистого ионита.  

Под «пересыщенным» понимаем рас-

твор, концентрация которого больше 

максимальной растворимости в обычных 

условиях (в «колбе»). 

Будем различать два явления: 

- образование пересыщенного рас-

твора при ионном обмене; 

- отсутствие выпадения осадка в пори-

стой среде. 

Ионный обмен позволяет получить 

внутри слоя сорбента пересыщенный рас-

твор. Действительно, пусть 𝐴+,𝐵+, 𝐶− – 

ионы, AC и BC - вещества, содержащие 

эти ионы и соответствующие молекулы. 

Пусть 𝐴+𝐶− хорошо растворимое веще-

ство, а 𝐵+𝐶− – плохо растворимое. Пусть 

катионит первоначально находится в B 

форме, а на вход в колонку подается рас-

твор 𝐴+𝐶−. Тогда, в результате обмена 

𝐵+ на 𝐴+ на ионите и перехода 𝐵+ в рас-

твор, внутри сорбционной колонки обра-

зуется раствор 𝐵+𝐶−. Он может оказаться 

пересыщенным при достаточной концен-

трации 𝐴+𝐶− на входе. 

Взаимодействие частиц 

При ионном обмене нет готовых цен-

тров кристаллизации. Образование ча-

стицы конденсируемой фазы связано с 

изменением энергии на величину 

𝛥𝐸(𝑟) = 4𝜋𝑟2𝜎час −
4𝜋

3
𝑟3 ⋅ 𝑤, где 𝜎час – 

плотность энергии поверхностного натя-

жения частицы, а 𝑤 - изменение энергии 

молекул конденсированной фазы в еди-

ничном объеме при переходе из раствора 

на частицу. Видно, что существование 

частиц малого радиуса 𝑟 < 𝑟𝑚𝑖𝑛 энергети-

чески невыгодно. В то же время возника-

ющим в результате флуктуаций [13] ча-

стицам радиуса 𝑟 >
3𝜎час

𝑤
 энергетически 

выгодно расти: 𝛥𝐸 < 0. Если бы отноше-

ние 𝑤/𝜎час не зависело от r, то такие ча-

стицы росли бы неограниченно, в том 
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числе при концентрациях конденсируе-

мой фазы ниже порога растворимости. 

Этого не происходит. (Возможные при-

чины, по которым отношение 𝑤/𝜎час за-

висит от r приведены в [13]). Следова-

тельно, при некотором значении r значе-

ние  𝛥𝐸 снова становиться положитель-

ным. Поэтому существует такой радиус 

𝑅, при котором величина 𝛥𝐸достигаем 

отрицательного минимума и размеры ча-

стицы устойчивы. Будем называть такие 

частицы первичными частицами.  

Дальнейшее слияние пересыщенной 

фазы будет происходить путем объедине-

ния первичных частиц в агрегаты, содер-

жащие несколько первичных частиц.  

Экспериментально в [9] было установ-

лено, что при ионном обмене, сопровож-

даемом явлением изотермического пере-

сыщения, образующиеся частицы конден-

сированной фазы заряжены, причем их за-

ряд совпадает с зарядом противоионов. 

В нашем случае он положителен.  

Первичные частицы конденсирован-

ной фазы притягиваются вследствие дис-

персионного взаимодействия неполяр-

ных молекул [13] и отталкиваются вслед-

ствие электростатических сил. В рас-

творе вдали от поверхности ионита во-

круг положительно заряженной частицы 

возникает отрицательный электрический 

слой ионов, который экранирует ее поле. 

Поэтому потенциал электростатического 

отталкивания быстро спадает при удале-

нии от частицы, много быстрее, чем q/r, 

где q – заряд частицы, а r расстояние от 

ее центра до точки наблюдения.  

Вблизи поверхности ионита, в «приле-

гающем» к ней слое раствора присут-

ствует электростатическое поле, создава-

емое нескомпенсированными зарядами 

функциональных групп ионита. Вели-

чина поля определяется плотностью этих 

зарядов, которая зависит от емкости 

ионита и констант ассоциации ионнооб-

менных реакций. Это поле уменьшает 

концентрацию отрицательно заряженных 

ионов в растворе, экранирующих ча-

стицы пересыщенной фазы, что приводит 

к увеличению их электростатического от-

талкивания. 

В [14] описанное поле в «прилегаю-

щем» к поверхности слое раствора, по-

тенциал притяжения между частицами и 

потенциал отталкивание были количе-

ственно численно рассчитаны. Было вы-

яснено, что изменение сил отталкивания 

в центре поры и вблизи поверхности сор-

бента приводит к изменению характера 

зависимости 𝑈(𝑟) - потенциала взаимо-

действия частиц от расстояния между 

ними.  

Нижняя кривая на рис. 1 описывает 

потенциал взаимодействия частиц, рас-

положенных вне «прилегающего» слоя 

раствора. При некотором значении r до-

стигается максимальное значение 𝑈(𝑟), 

 
Рис.1 Потенциал взаимодействия частиц. Пунктирная кривая соответствует «прилегаю-

щему» слою раствора, сплошная кривая – к остальной части поры. 

Fig. 1 Potential of particle interaction. The dotted curve corresponds to the “adjacent” layer of 

the solution, the solid curve corresponds to the rest of the pore. 
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обозначенное как 𝑈𝑚𝑎𝑥. Сила взаимодей-

ствия равна 𝐹 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑟
. При больших зна-

чениях r частицы отталкиваются, при 

меньших – притягиваются. Согласно [13], 

под влиянием короткодействующих мо-

лекулярных сил (линия точек на рис.1) 

частицы остаются разделенными зазором 

ℎ0 ≈ 1 − 2 Å. Этот зазор соответствует 

минимуму энергии взаимодействия, 

изображенной на кривой на рис.1. Ча-

стицы, преодолевшие за счет теплового 

движения потенциальный барьер 𝑈𝑚𝑎𝑥 

остаются соединенными.  

Проведены численные расчеты пока-

зали, что указанного выше увеличения 

сил электростатического отталкивания в 

«прилегающем» слое достаточно, чтобы 

потенциал взаимодействия частиц 𝑈(𝑟) 
стал монотонно убывающей функцией 𝑟 

(верхняя кривая на рис. 1). Отсюда сле-

дует, что если пара частиц объединилась 

вне «прилегающего» слоя и вошла в него, 

то сила отталкивания между частицами 

приводит к разрушению пары. 

В случае неподвижного раствора, «в 

колбе», влияние тонкого слоя с изменен-

ным потенциалом у поверхности не су-

щественно. Во всей остальной части про-

исходит сегментация пересыщенного 

раствора с постепенной кристаллизацией 

[13] и осаждением сформировавшихся 

крупных частиц на поверхность. 

Ситуация при прохождении пересы-

щенного раствора в слое ионита отлича-

ется от ситуации «в колбе» в следующем: 

1. Узкий слой раствора ограничен по-

верхностью зерен ионита. Отношение 

площади поверхности, ограничивающей 

раствор к его объему значительно 

больше, чем «в колбе».  

2. Происходит интенсивное перемеще-

ние слоя раствора относительно ограни-

чивающей поверхности. Диффузия носит 

конвективный характер и может прохо-

дить существенно интенсивнее, чем мо-

лекулярная диффузия. 

Эти факторы оказывают влияние на 

кинетику образования осадка.  

При перемещении слоев раствора от-

носительно поверхности зерен часть вре-

мени элемент раствора находится в сред-

ней части зазора, а затем переходит в при-

легающую к поверхности зерна зону. 

Вдали от поверхности сорбента, происхо-

дит соединение частиц, а вблизи от по-

верхности их разделение. 

Распределение частиц по размерам 

В агрегатах первичные частицы, как 

указано выше, остаются разделенными 

зазором и удерживаются силой взаимо-

действия, потенциал которой показан на 

рис.1. Будем называть агрегат, содержа-

щий n первичных частиц – агрегатом по-

рядка n (𝑛 = 1,2, . ..). Обозначим концен-

трацию - число таких агрегатов на еди-

ницу объема раствора, как 𝑁𝑛.  

Как известно, частицы разных разме-

ров имеют в среднем одинаковую кине-

тическую энергию теплового движения. 

В то же время заряд агрегатов, состоящих 

из нескольких первичных частиц больше, 

чем у одной. Тем самым потенциальный 

барьер при объединении и распаде агре-

гатов больше, чем у малых частиц. По-

этому будем считать, что увеличение раз-

мера агрегата происходит за счет встречи 

и объединения с одной первичной части-

цей, а уменьшение размера за счет отде-

ления первичной частицы. Иными сло-

вами, будем пренебрегать возможностью 

слияния агрегатов и возможностью отде-

ления от агрегата частицы большего раз-

мера, чем первичная.  

Ассоциацию и распад первичных ча-

стиц и агрегатов можно рассматривать в 

различных модельных приближениях. 

Мы в настоящей работе будем изучать 

процесс в рамках двух представлений, из-

ложенных ниже. (Они являются край-

ними, противоположными случаями). 

1ый случай заключается в том, что аг-

регаты представляют собой достаточно 

плотные структуры. При этом присоеди-

нение первичной частицы или отрыв ее 

от агрегата происходит только на поверх-
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ности агрегата.  Радиус агрегата в про-

стейшем приближении пропорционален 

𝑛1/3. Вероятность подхода первичной ча-

стицы на близкое расстояние к агрегату 

n-го порядка пропорциональна произве-

дению количества таких частиц в еди-

нице объема и площади поверхности аг-

регата, то есть пропорциональна 𝑁𝑛𝑁1 ⋅
𝑛2/3. Будем считать частоту объединений 

и отрыва первичных частиц от поверхно-

сти агрегата также пропорциональной 

𝑛2/3. 

2ой случай заключается в том, что агре-

гаты представляют собой достаточно 

рыхлые структуры с проходами между 

нитями первичных частиц, включенных в 

агрегат. При этом первичные частицы 

имеют возможность в равной мере отры-

ваются от других первичных частиц или 

присоединяются к ним, как на поверхно-

сти агрегата, так и внутри его. Иными 

словами, все первичные частицы равно-

значны в процессе объединения или рас-

пада, независимо от того, в какой части 

агрегата они находятся.  

Второй случая будут рассмотрен в 

конце в пункте «случай равнозначных 

первичных частиц». А пока будем исхо-

дить из первого представления. 

Рассмотрим модель процесса «в по-

рах». Отношение объема раствора в по-

рах к площади поверхности гранул сор-

бента составляет 
𝑉

𝑆
≈

𝑟гран

7
. Такова средняя 

толщина слоя раствора h прилегающего к 

поверхности. При модельном изучении 

представим себе пору, как плоский слой 

толщины 2ℎ между поверхностями сор-

бента, в котором происходит перенос и пе-

ремешивание раствора. Пусть x – коорди-

ната перпендикулярная поверхности сор-

бента. Исследуем распределение 𝑁𝑛(𝑥). 
Рассмотрим поток раствора постоян-

ной скорости q, идущий вдоль поверхно-

сти сорбента, с неоднородной по сечению 

потока концентрацией агрегатов𝑁𝑛. В 

силу симметрии 
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥
(ℎ) = 0. В направле-

нии x происходит конвективная диффу-

зия частиц с коэффициентом диффузии 

D. Поскольку диффузия определяется пе-

ремешиванием движущегося раствора, то 

в модельном приближении можем счи-

тать величину D одинаковой для агрега-

тов разного порядка.  

Для числа агрегатов порядка 𝑛 ≥ 2 

имеем: 
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑁𝑛

𝜕𝑥2
+ 𝐾𝑁𝑛−1𝑁1(𝑛 − 1)

2/3 −

𝐾𝑁𝑛𝑁1 ⋅ 𝑛
2/3 + 𝑘𝑁𝑛+1(𝑛 + 1)

2/3 − 𝑘𝑁𝑛 ⋅
𝑛2/3 = 0           (1) 

Второе слагаемые в этом уравнении 

определяет увеличение количества агре-

гатов порядка 𝑛 за счет соединения пер-

вичной частицы с агрегатом порядка 
(𝑛 − 1); третье – уменьшение за счет со-

единения и перехода в агрегат порядка 
(𝑛 + 1); следующие слагаемые описы-

вают результат отрыва первичной ча-

стицы от поверхности агрегата. 𝐾 и 𝑘 - со-

ответствующие коэффициенты. 

Возле поверхности 𝑥 = 0 в «прилегаю-

щем» слое толщины 𝑙 ≪ ℎ агрегаты раз-

рушаются. Пренебрегая величиной l 

сравнению с h, при модельном описании 

считаем l равной нулю. Тогда при 𝑥 = 0 

для 𝑛 ≥ 2 имеем 
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥
− 𝛼𝑁𝑛, где, 

𝐷
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥
- поток агрегатов из средней части 

слоя, где они образуются, к границе. Па-

раметр 𝛼 характеризует скорость распада 

агрегатов возле границы сорбента. Она 

зависят от скорости потока раствора. Сте-

пень распада 𝛼 тем меньше, чем меньше 

времени проводят агрегаты возле гра-

ницы сорбента (чем быстрее их проносит 

мимо границы). Поэтому будем считать, 

что 𝛼 ∼
1

𝑞
.  

Для того, чтобы использовать условие 

сохранения суммарной концентрации по 

объему, удобно перейти от числа частиц 

к их массам. Обозначим символом 𝑀𝑛(𝑥) 
массу всех первичных частиц, входящих 

в агрегаты порядка 𝑛, то есть 𝑀𝑛 = 𝑁𝑛𝑛 ⋅ 𝜇, 

где 𝜇 – масса одной первичной частицы. 

Рассмотрим случай установившегося 

потока, на входе которого общая концен-
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трация пересыщенной фазы в форме агре-

гатов постоянна по времени и равна M. В 

потоке нет источников вещества, а проис-

ходит лишь переход пересыщенной фазы 

из агрегатов одного порядка в другой. Со-

гласно допущению, коэффициент конвек-

тивной диффузии для всех агрегатов оди-

наковый. Поэтому в результате диффузи-

онного выравнивания общая концентра-

ция M в установившемся режиме будет 

одинаковой по x. В то же время величина 

Mn для каждого 𝑛 ≥ 2 зависит от x в соот-

ветствие с правым равенством в (1).  

Учитывая сказанное, для описания 

установившихся по времени «в порах» 

распределений 𝑀𝑛(𝑥) для 𝑛 ≥ 2, полу-

чаем из (1) связанные между собой крае-

вые задачи:  

{
  
 

  
 
𝐷

𝑛

𝜕2𝑀𝑛

𝜕𝑥2
+
𝐾

𝜇

𝑀𝑛−1

𝑛 − 1
𝑀1(𝑛 − 1)

2
3 −

𝐾

𝜇

𝑀𝑛

𝑛
𝑀1 ⋅ 𝑛

2
3 +

 𝑘
𝑀𝑛+1

𝑛 + 1
(𝑛 + 1)

2
3 − 𝑘

𝑀𝑛

𝑛
𝑛
2
3 = 0

 

(𝐷
𝜕𝑀𝑛

𝜕𝑥
− 𝛼𝑀𝑛)|

𝑥=0
= 0,  

𝜕𝑀𝑛

𝜕𝑥
|
𝑥=ℎ

= 0

(2) 

Для оставшихся необъединенных пер-

вичных частиц выполнено 𝑀1(𝑥) = 𝑀 −
∑ 𝑀𝑛

∞
𝑛=2 . 

К случаю «колбы» можем перейти, 

устремляя h к бесконечности. Распреде-

ление𝑀𝑛 будет описываться первым 

уравнением (2), в котором отсутствует 

диффузионный член 
𝐷

𝑛

𝜕2𝑀𝑛

𝜕𝑥2
. 

Обозначим 𝑆(𝑥) = ∑ 𝑀𝑛(𝑥)
∞
𝑛=2 . Тогда 

𝑆(𝑥) + 𝑀1(𝑥) = 𝑀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  В «порах» 

распад агрегатов у границы 𝑥 = 0 и диф-

фузия существенно меняют соотношение 

𝑀1(𝑥) и 𝑆(𝑥) по сравнению со случаем «в 

колбе»: средний уровень 𝑆 убывает, а 

𝑀1соответственно растет. 

Расчет условий, при которых невоз-

можно образование осадка 

В осадок могут выпадать только доста-

точно крупные частицы. Они образуются 

из той части пересыщенной фазы, кото-

рая входит в сумму 𝑆. Поэтому именно 

величина 𝑆определяет то, будет ли проис-

ходить выпадение осадка. Пусть «в 

колбе» значению концентрации макси-

мальной растворимости 𝑀𝑚𝑎𝑥 соответ-

ствует 𝑆𝑚𝑎𝑥. «В порах» уменьшение 𝑆 (и 

соответствующее увеличение 𝑀1) проис-

ходит под влиянием распада частиц у по-

верхности сорбента. Это приводит к 

тому, что при значении 𝑀, превосходя-

щем концентрацию растворимости «в 

колбе» 𝑀𝑚𝑎𝑥, величина 𝑆 может ока-

заться меньше 𝑆𝑚𝑎𝑥и быть недостаточной 

для выпадения осадка.  

Наша дальнейшая задача будет заклю-

чаться в получении мажорантной оценки 

для 𝑆 «в порах» при заданном 𝑀. Получив 

такую оценку, мы можем определить зна-

чение 𝑀 > 𝑀𝑚𝑎𝑥, при котором 𝑆 = 𝑆𝑚𝑎𝑥. 

Тем самым, получим оценку степени до-

пустимого пересыщения раствора в сор-

бенте 𝑀/𝑀𝑚𝑎𝑥 при котором нет появле-

ния осадка. 

Представим уравнение задачи (2) в 

виде:  
1

𝑛

𝜕2𝑀𝑛

𝜕𝜉2
= 𝛾𝐴𝑛−1 − 𝐴𝑛, 

𝑀𝑛+1(𝑛 + 1)
−1/3,  𝛾 = 𝑝𝑀1, 

𝑝 =
𝐾

𝜇𝑘
, 𝜉 = 𝑥√

𝑘

𝐷
. 

В «колбе», где 
𝜕2𝑀𝑛

𝜕𝜉2
= 0, получим 

𝐴𝑛 = 𝛾𝐴𝑛−1 для 𝑛 ≥ 2. Чтобы не путать со 

случаем «в порах» в этом случае обозна-

чим 𝑀1 как 𝑚1,.  Используем геометриче-

скую последовательность для значений 

𝐴𝑛 можно найти [14], что 

𝑚1(𝑀) =
(𝑝𝑀+1)

24/3𝑎
[√1 +

27/3𝑎𝑀

(𝑝𝑀+1)2
− 1], (3) 

где 𝑎 = 𝑝(1 − 2−1/3).   
После этого находим 𝑆 = 𝑀 −𝑚1. 

Таким образом в «колбе» постоянные 

по x значения 𝑚1и S зависят от M и пара-

метра p, представляющего собой комби-

нацию физических коэффициентов. 

В «порах» 
𝜕2𝑀𝑛

𝜕𝜉2
≤ 0для 𝑛 ≥ 2. После 

ряда преобразований [14] можно для функ-

ции y(x), равной с точности до множителя 

разности (𝑀1 −𝑚1), получить задачу:  
𝜕2𝑦

𝜕𝑧2
=
3

2
𝑦2 + 𝑦, 
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 (
𝜕𝑦

𝜕𝑧
+ 𝛼2(𝑦0 − 𝑦))|

𝑧=0
= 0 ,

𝜕𝑦

𝜕𝑧
|
𝑧=𝑧1

= 0. 

Решая ее находим: 

⟨𝑆⟩ = (𝑀 −𝑚1(𝑀))(1 −
2

𝑧1
(1 +

√1+𝑦0

𝛼2
)
−1

(𝑐𝑡ℎ (
𝑧1

2
) + √1 + 𝑦0 (1 +

√1+𝑦0

𝛼2
)
−1

)

−1

),               

(4) 

где ⟨𝑆⟩ – мажорантное среднее по сече-

нию потока значение величины S(x), а 

(𝑧1, 𝑦0, 𝛼2) – коэффициенты, зависящие 

[14] от параметров задачи (2) – ( k, K/𝜇, D, 

𝛼, h). 

Максимальной растворимости 𝑀𝑚𝑎𝑥 в 

«колбе» соответствует 

max max 1 max( )S M m M= − , где 𝑚1(𝑀) 

определяется из (3). Нетрудно видеть, что 

величина ⟨𝑆⟩, определяемая из (4), при 

𝑀 = 𝑀𝑚𝑎𝑥меньше 𝑆𝑚𝑎𝑥и является моно-

тонно растущей функцией M. Поэтому из 

(3) и (4) можно найти значение 𝑀 >

𝑀𝑚𝑎𝑥такое, при котором ⟨𝑆⟩ = 𝑆𝑚𝑎𝑥. Тео-

ретическая оценка степени допустимого 

пересыщения раствора в сорбционной ко-

лонке, при которой не происходит выпаде-

ния осадка, составит 𝑀/𝑀𝑚𝑎𝑥.  

Обсуждение факторов, влияющих 

на степень возможного пересыщения, 

и сравнение расчетов с опытными 

данными 

Отметим некоторые основные фак-

торы, влияющие, согласно полученным 

выражениям, на значение массы агрега-

тов 𝑆, из которых может формироваться 

осадок: 

- 𝑆 растет с ростом общего количества 

пересыщенной фазы 𝑀;  

- 𝑆 уменьшается с ростом коэффици-

ента диффузии 𝐷 и с уменьшением тол-

щины слоя h; 

- 𝑆 уменьшается с ростом значения 𝛼, 

характеризующего распад агрегатов 

возле поверхности ионита. Это значение 

уменьшается с возрастанием скорости 

потока q и возрастает с ростом некомпен-

сированного заряда на поверхности 

ионита.  

Влияние значений 𝑀 и q на выпадение 

осадка в сорбенте можно проследить на 

результатах экспериментальных исследо-

ваний, приведенных в [11]. В этой работе 

изучалось пресыщение при прохождении 

раствора, сопровождаемого ионным об-

меном  
𝑅2 −𝑀𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (𝑁𝐻4)2𝐻𝑃𝑂4

→ 2𝑅 − 𝑁𝐻4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑀𝑔2+ + 𝐻𝑃𝑂4
2− 

и последующей реакцией 

 𝑀𝑔2+ + (𝑁𝐻4)2𝐻𝑃𝑂4 ↔
𝑀𝑔𝑁𝐻4𝑃𝑂4 + 𝑁𝐻4

+ + 𝐻+. 

На вход колонки подавался раствор 

 (𝑁𝐻4)2𝐻𝑃𝑂4 концентрации 𝑀вход. Из 

[11] следует, что 𝑀 – максимальное до-

стигаемое при обмене значение концен-

трации 𝑀𝑔𝑁𝐻4𝑃𝑂4 – было   приблизи-

тельно равно 𝑀 ≈ 𝑀вход ⋅ 0.9.    

Результаты визуального наблюдения 

за выпадением осадка в зависимости от 

𝑀входи скорости потока, взятые из таб-

лицы работы [11], приведены ниже. Ря-

дом, для сравнения, показаны результаты 

наших расчетов, полученные на основе 

формул (3), (4) для тех же скоростей по-

тока и концентраций 𝑀вход при значениях 

𝐷 = 7 ⋅ 10−6м2/сек, 𝑝 = 106литр/моль, 

𝑘 = 0.012час−1и ℎ =0.06 мм. Представ-

лены значения ⟨𝑆⟩/𝑆𝑚𝑎𝑥, по которым 

можно судить о возможности выпадения 

осадка и значения 𝛤 = 𝑀/𝑀раств, где 

𝑀раств = 5.6 ⋅ 10−5моль/литр - предель-

ная растворимость 𝑀𝑔𝑁𝐻4𝑃𝑂4 «в колбе». 

Видно, что осадок в опыте выпадает 

тогда, когда выполнено условия ⟨𝑆⟩/𝑆𝑚𝑎𝑥. 

Случай «равнозначных первичных 

частиц» 

В этом случае вместо (1) при устано-

вившемся распределении концентрации 

для числа агрегатов 𝑁𝑛 порядка 𝑛 ≥ 2 

имеем: 

𝐷
𝜕2𝑁𝑛

𝜕𝑥2
+ 𝐾𝑁𝑛−1𝑁1 − 𝐾𝑁𝑛𝑁1 + 𝑘𝑁𝑛+1 − 𝑘𝑁𝑛 = 0  
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Соответственно несколько меняются 

коэффициенты в выкладках, но ход рас-

суждений остаются прежним. 

Расчеты при тех же условиях и значе-

ниях параметров, которые были исполь-

зованы выше, дают уменьшение отноше-

ния ⟨𝑆⟩/𝑆𝑚𝑎𝑥 примерно на 0.03. Это соот-

ветствует тому, что в условиях опытов, 

описанных в [11], выпадение осадка 

наблюдалось бы при 𝑀вход не 18, а 19 

(mM). 

Заключение 

Явление изотермического пересыще-

ния раствора в порах ионита можно объ-

яснить не изменением термодинамиче-

ских условий, по сравнению с обычными, 

а эффектом уменьшения количества пе-

ресыщенной фазы в форме, из которой 

может формироваться осадок. Это умень-

шение является результатом динамиче-

ского равновесия между объединением 

частиц конденсированной фазы во внут-

ренней части пор и их распадом вблизи 

поверхности зерен сорбента. 

Конфликт интересов  

Авторы заявляют, что у них нет из-

вестных финансовых конфликтов интере-

сов или личных отношений, которые 

могли бы повлиять на работу, представ-

ленную в этой статье. 
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